îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ

ìåëãéñ 10

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ 1-ÆÏÒÍÁ ˚ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ C^∞(M ), ÞÔÏ ˚ = df. ïÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÔÏÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÔÏÞÅÎ: ÅÓÌÉ A : M → N | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, É f ∈ C^∞(N ), ÔÏ A^∗df = d(f ∘ A).

ôÅÏÒÅÍÁ 1. æÏÒÍÁ ˚ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ

∫_1 0 fl^∗˚, ÇÄÅ fl : [0; 1] → M | ËÒÉŒÁÑ (Ô.Å. ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ), ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÔÏÞÅË a = fl(0) É b = fl(1) (É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÁÍÏÊ ËÒÉŒÏÊ fl). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ a = b (ËÒÉŒÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁ), ÔÏ

∫_1 0 fl^∗˚ = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ˚ = df; ÔÏÇÄÁ fl^∗˚ = d’, ÇÄÅ ’ = f ∘ fl. óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉÃÁ (ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÌÅËÃÉÀ),

∫_1 0 fl^∗˚ =

∫_1 0 d’ = ’(1) − ’(0) = f(b) − f(a).

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ I(a; b) =

∫_1 0 fl^∗˚ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÒÉŒÏÊ fl. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ p ∈ M É ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ f(a) = I(p; a) (ÔÁË ÞÔÏ f(p) = 0). ïÞÅŒÉÄÎÏ, f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ M . 1-ÆÏÒÍÁ df ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ F (a; b) = f(b) − f(a) = I(p; b) − I(p; a) = I(a; b). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ a ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÁ ˚ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË

∑_n

i=1 ˚_i(x) dx_i, É ÐÕÓÔØ b → a. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ I(a; b) ÍÏÖÎÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÒÉŒÏÊ fl ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË (Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x !), ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ a É b: fl_i(t) = a_i + t(b_i − a_i). ôÏÇÄÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ, I(a; b) = ∑_n

i=1 ˚_i(a)(b_i − a_i) + o(b − a). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, 1-ÆÏÒÍÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ I(a; b), ÅÓÔØ ˚. □

1-ÆÏÒÍÁ ˚ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÏÞÎÁ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U É ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ C^∞(U ) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ˚(b) = df(b) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ U . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÚÁÍËÎÕÔÁ; ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅŒÅÒÎÏ:

ðÒÉÍÅÒ 1. æÏÒÍÁ d’ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÔÏÞÎÁ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2 ÌÅËÃÉÉ 8). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÕÇÅ A ⊂ S^1, ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÊ ÓÏ ŒÓÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ, ÏÎÁ ÔÏÞÎÁ: Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ f ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÏÌÑÒÎÙÊ ÕÇÏÌ ’.

äÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍ ÔÅÏÒÅÍÁ 1 ÎÅŒÅÒÎÏ. œÅÒÅÎ, ÏÄÎÁËÏ, ÔÁËÏÊ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÊ ÆÁËÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ fl_ø : [0; 1] → M | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÒÉŒÙÈ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M , ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ fl_tau(t) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ø É t, É ÔÏÞËÉ a = fl_ø (0) É b = fl_ø (1) ÏÔ ø ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ 1-ÆÏÒÍÙ ˚ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

∫_1 0 fl^∗_ø ˚ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ø . ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ËÒÉŒÙÈ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ

∫_1 0 fl^∗_ø ˚ = const, ÔÏ ÆÏÒÍÁ ˚ ÚÁÍËÎÕÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÁ ˚ ÚÁÍËÎÕÔÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ø ÏÂÒÁÚ fl_ø ([0; 1]) ⊂ M ËÒÉŒÏÊ fl_ø ËÏÍÐÁË- ÔÅÎ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ U_1; : : : ; U_N , Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÏÒÍÁ ˚ ÔÏÞÎÁ: ˚ = df_i. åÓÌÉ |ø_1 − ø | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌ, ÔÏ ÏÂÒÁÚ ËÒÉŒÏÊ fl_{ø1} ÔÁËÖÅ ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ U_1; : : : ; U_N . ïÔÒÅÚÏË [0; 1] ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÐÏÄÏÔÒÅÚËÉ [0; t_1]; [t_1; t_2]; : : : ; [t_N ; 1] ÔÁË, ÞÔÏÂÙ fl_ø (t) ÐÒÉ t ∈ [t_i; t_{i+1}]) ÌÅ- ÖÁÌ ÂÙ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_{ffi} , É ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÂÙÌÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ fl_{ø1} . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ˇ_i : [0; 1] → U_i ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ËÒÉŒÕÀ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ ÔÏÞËÉ fl_ø (t_i) É fl_{ø1} (t_i) (É ÌÅÖÁÝÕÀ Œ U_{ffi} ). ôÏÇÄÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ŒÙ- ÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

∫_1 0 fl^∗_{ø1} ˚ =

∑_N i=1 ∫_{ti+1}

t_i fl ∗ ø_1 ˚ =

∑_N i=1 ∫_{ti+1}

t_i fl ∗ ø_1 dfffi =

∑_N i=1 ∫_{ti+1}

t_i fl ∗ ø_1 dfffi −

∫_1 0 ˇ^∗_i df_{ffi} +

∫_1 0 ˇ^∗_{i+1}df_{ffi} = ∑_N i=1 ∫_{ti+1}

t_i fl ∗ ø df_{ffi} =

∫_1 0 fl^∗_ø ˚. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÅÌÉÞÉÎÁ

∫_1 0 fl^∗_ø ˚ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÁ ø | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ø ŒÏŒÓÅ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ËÒÉŒÙÈ fl_ø Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

∫_1 0 fl^∗_ø ˚ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ø . äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U , ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁÑ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÛÁÒÕ B ⊂ R^n.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ fl : [0; 1] → B ⊂ R^n | ËÒÉŒÁÑ Ó ËÏÎÃÁÍÉ a; b ∈ B. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÒÉŒÙÈ fl_ø Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ fl_0 = fl, Á fl_1 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË: fl_1(t) = a + t(b − a).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. fl_ø (t) = fl(t) + ø (a + t(b − a) − fl(t)). □

éÚ ÌÅÍÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ fl_0; fl_1 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U Ó ÏÄÎÉÍÉ É ÔÅÍÉ ÖÅ ËÏÎÃÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÒÉŒÙÈ fl_ø , ÉÈ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ fl : [0; 1] → U | ËÒÉŒÁÑ, ÔÏ ∫_1 0 fl^∗˚ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÏÎÃÏŒ fl(0); fl(1). óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1, ÆÏÒÍÁ ˚ ÔÏÞÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U | ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÁ. □ 1

28778îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ ìåëãéñ 10

æÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ 1-ÆÏÒÍ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÔÏÞÎÙÈ 1-ÆÏÒÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ H^1_{DR}(M ) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÅÒŒÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÅ òÁÍÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M . åÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒŒÙÍ ÞÉÓÌÏÍ âÅÔÔÉ.

ðÒÉÍÅÒ 2 (ÌÅÍÍÁ ðÕÁÎËÁÒÅ). H^1_{DR}(R^n) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÓÑËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ R^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ fl_0, fl_1 | ÄŒÅ ËÒÉŒÙÅ Œ R^n Ó ÏÄÎÉÍÉ É ÔÅÍÉ ÖÅ ËÏÎÃÁÍÉ. ôÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÒÉŒÙÈ fl_ø Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÅ fl_0 É fl_1. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ˚ ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2, ∫ fl^∗_ø ˚ = const, ÏÔËÕÄÁ ∫ fl^∗_0 ˚ = ∫ fl^∗_1 ˚. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1, ÆÏÒÍÁ ˚ ÔÏÞÎÁ.