îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ

ìåëãéñ 11

ðÒÉÍÅÒ 1. H^1_{DR}(S^1) = R. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ 1-ÆÏÒÍÅ ˚ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÏ I(˚) = ∫ S^1 ˚. æÕÎËÃÉÑ I | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ 1-ÆÏÒÍ; ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔŒÅÒ-

ÖÄÅÎÉÀ ??, ÏÎ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÔÏÞÎÙÈ 1-ÆÏÒÍ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÅÓÌÉ I(˚) = 0, ÔÏ ÆÏÒÍÁ ˚ ÔÏÞÎÁ (ÏÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ).

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ p ∈ S^1, É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ fl_a ÄÕÇÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÔÏÞËÉ p É a. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ f(a) =

∫_1 0 fl^∗_a ˚. æÕÎËÃÉÑ f ÇÌÁÄËÁÑ: ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ËÒÏÍÅ p, ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, Á Œ ÔÏÞËÅ p ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ I(˚) = 0.

œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ !) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ˚ = df.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ˚ | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . ôÏÇÄÁ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (U; x), Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ˚ =

∑_n i=1 ˚_i(x) dx_i, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ^{@˚i}_{@xj} (a) =^{@˚j}_{@xi} (a) ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ U É ŒÓÅÈ i; j = 1; : : : ; n. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ a ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁÒÔÁ (U; x), a ∈ U , ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ Œ ÎÅÊ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ, ÔÏ ÆÏÒÍÁ ÚÁÍËÎÕÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ˚ ÚÁÍËÎÕÔÁ, Ô.Å. Œ ËÁÒÔÅ U ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ˚ = df. ôÏÇÄÁ ˚_i =^{@f}_{@xi} , ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ^{@˚i}_{@xj} =^{@2f}_{@xi@xj} =^{@˚j}_{@xi} .

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÁÒÔÅ (U; V; x). âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ V ⊂ R^n ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É x(a) = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÅÎ R^n, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ M = R^n. ðÏ ÌÅÍÍÅ ðÕÁÎËÁÒÅ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ R^n ÔÏÞÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f : R^n → R ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ˚ = df.

ðÕÓÔØ fl_b : [0; 1] → R^n | ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÔÏÞËÏÊ b = (b_1; : : : ; b_n) | ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, fl_b(t) = tb. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ f(b) =

∫_1 0 fl^∗_b ˚, ÔÏ ÅÓÔØ f(b) =

∫_1 0 ∑_n i=1 ˚_i(tb)b_i dt.

ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ^{@f}_{@bk} (b) =

∫_1 0 ˚_k(tb) dt +

∫_1 0 ∑_n i=1 @˚_i @x_k (tb)tbi dt =

∫_1 0 ˚_k(tb) dt +

∑_n i=1 ∫_1 0 @˚_k @x_i (tb)tbi dt =

∫_1 0 ˚_k(tb) dt

∫_1 0 t^d_{dt} ( ˚_k(tb) ) dt =

∫_1 0 ˚_k(tb) dt + t˚_k(tb)|^1_0 −

∫_1 0 ˚_k(tb) dt = ˚_k(b), ÔÏ ÅÓÔØ ˚ = df. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. œÓÑËÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÚÁÍËÎÕÔÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. 1-ÆÏÒÍÁ ˚ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÚÁÍËÎÕÔÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ X É Y ÎÁ ÎÅÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ X(⟨˚; Y ⟩) − Y (⟨˚; X⟩) = ⟨˚; [X; Y ]⟩.

úÄÅÓØ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ⟨˚; Z⟩ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ M ÒÁŒÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ˚(a) ∈ T^∗_a M ÎÁ ŒÅËÔÏÒÅ Z(a) ∈ T_aM ; ÓÉÍŒÏÌÏÍ Z(f) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ Z (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ) Ë ÆÕÎËÃÉÉ f.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÏÓÉÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ, Ô.Å. ÅÇÏ ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ a ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ˚, X É Y Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ a.

ðÕÓÔØ ˚ ÚÁÍËÎÕÔÁ, Ô.Å. ˚ = df Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U . ôÏÇÄÁ X(⟨˚; Y ⟩) − Y (⟨˚; X⟩) = X(⟨df; Y ⟩) − Y (⟨df; X⟩) = X(Y (f)) − Y (X(f)) = [X; Y ](f) = ⟨df; [X; Y ]⟩ = ⟨˚; [X; Y ]⟩.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U , Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ z_1; : : : ; z_n, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ˚ =

∑_n i=1 ˚_i(z) dz_i. ðÏÌÏÖÉÍ X =^@_{@zi} , Y =^@_{@zj} , ÔÏÇÄÁ [X; Y ] = 0, É ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

@˚_i @z_j =

@˚_j @z_i . óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1, ÆÏÒÍÁ ˚ ÚÁÍËÎÕÔÁ. □

ðÕÓÔØ ˚ | 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M , É U ⊂ M | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ M ËÏŒÅËÔÏÒ ˚(a) ∈ T^∗_a M ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ ˝_a = {v ∈ T_aM | ⟨˚(a); v⟩ = 0} | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ T^M_a ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − 1.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ f; g ∈ C^∞(M ) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ˚ = gdf. ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÏÒÍÁ˚ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, df(p) ≠ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ p ∈ U . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË N_p = {a ∈ U | f(a) = f(p)} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ U ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − 1; ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ p. ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ N , ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ X ∈ T_aN_p ⊂ T_aM ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ⟨df(a); X⟩ = X(f) = 0 (ÚÄÅÓØ X ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ C^∞(M ) | ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 4). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ T_aN_p ⊂ ˝_a, Á Œ ÓÉÌÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

îÅ ŒÓÑËÉÊ ÎÁÂÏÒ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ˝_a ⊂ T_aM ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − 1 ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ë ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ N_p ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ. 1

28778îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ ìåëãéñ 11

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑ X, Y ÎÁ M ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ X(a); Y (a) ∈ ˝_a ŒÏ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÅ a ∈ M . ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÜÔÉÈ ÐÏÌÅÊ ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ N_p. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÌÅËÃÉÉ 6, ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÂÌÁÄÁÀÔ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ [X; Y ]. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ [X; Y ](a) ∈ ˝_a ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ M .

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M = R^3 (Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (p; q; z)), É ˚(p; q; z) = dz + pdq. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ˝_a = {v ∈ T_aR^3 | ⟨˚(a); v⟩ = 0} É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ R^3 ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ) N , ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ˝_a = T_aN ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ N .

ðÕÓÔØ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ X =^@_{@p} , Y = p^@_{@z} −^@_{@q} . ôÏÇÄÁ ⟨˚; X⟩ = ⟨˚; Y ⟩ = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ a = (p; q; z) ∈ R^3. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, X(a); Y (a) ∈ ˝_a ÐÒÉ ŒÓÅÈ a. ëÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [X; Y ] ÒÁŒÅÎ^@_{@z} , É ⟨˚; [X; Y ]⟩ = 1 ≠ 0 ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, [X; Y ](a) =∈ ˝_a, ŒÏÐÒÅËÉ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÁ ˚ = dz + pdq ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ, ÎÏ É ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ gdf.