îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ

ìåëãéñ 2

ðÕÓÔØ M | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N ⊂ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ≤ m), ÅÓÌÉ ÎÁ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁ- ËÏÊ ÁÔÌÁÓ {(U_ff; V_ff; x_ff = (x^{(1)}ff ; : : : ; x^{(m)}ff )}, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ff ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ N ∩U_ff ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÏ, ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ {a ∈ U_ff | x^{(n+1)}_ff (a) = · · · = x^{(m)}_ff (a) = 0}. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M , ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÄÁŒÁÅ- ÍÏÅ ÎÁÂÏÒÏÍ ÇÌÁÄËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. îÁ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ: ÅÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁÒÔÙ U^′_ff = U_ff ∩ N É ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ x^′_ff = (x^{(1)}ff ; : : : ; x^{(n)}ff ) : U^′_ff → U^′_ff, ÇÄÅ U^′_ff ⊂ R^n | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U^′_ff ⊂ R^m ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÐÅÒŒÙÍÉ n ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.

ðÒÉÍÅÒ 1. íÎÏÖÅÓÔŒÏ {(x; y) ∈ R^2 | x^2 + y^2 = 1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄ- ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ R^2. éÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÎÁ ÎÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÕÖÅ ÏÐÉÓÙŒÁÌÉ (S^1) | ÐÒÏŒÅÒØÔÅ !

ðÒÉÍÅÒ 2. éÎÔÅÒŒÁÌ (0; 1) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÏÎ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÅÎ R^1). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R^1 ÏÎ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ (0; 1) ⊂ R^1 | ÏÄÎÏÍÅÒ- ÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÎÁ R^1 ÄÏÌÖÅÎ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ ÁÔÌÁÓ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÁÒÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó (0; 1), ÌÉÂÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅÍ | ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ (Œ ÓÉÌÕ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÏÊ).

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ s ∈ R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ËÒÉŒÕÀ) fl_s : R → T^2, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÞÉÓÌÏ t ∈ R Œ ÔÏÞËÕ ß(t; st) ∈ T^2, ÇÄÅ ß : R^2 → T^2 | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ (ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ (a; b) ∈ R^2 ÅÅ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Z^2 | ÜÔÏÔ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÆÁËÔÏÒÁ T^2 = R^2=Z^2). åÓÌÉ s = m=n ∈ Q, ÔÏ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ fl_s | ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ T^2, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ s =∈ Q, ÔÏ ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÐÒÑÍÏÊ R^1, ÎÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ËÁË É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÒÁ 2) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÔÁËÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N ⊂ M ÚÁÍËÎÕÔÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÔÌÁÓ (U_ff; V_ff; x_ff), ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÊ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ff ÉÍÅÅÍ: x_ff((M \ N ) ∩ U_ff) = V_ff ∩ ( {(z_1; : : :; z_m) ∈ R^n | z_{n+1} ≠ 0} ∪ {(z_1; : : : ; z_m) ∈ R^n | z_{n+2} ≠ 0} ∪ · · · ∪ {(z_1; : : :; z_m) ∈ R^n | z_m ≠ 0} ) . œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÚÄÅÓØ ÓÔÏÉÔ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÏÔ- ËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Ó ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ m − n ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, Ô.Å. ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ M ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ M \ N ÏÔËÒÙÔÏ, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÚÁÍËÎÕÔÏ. 1

2îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñìåëãéñ 2

ðÏÎÑÔÉÅ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ É ÏÂÏÂ- ÝÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÌÁÄËÉÍ n-ÍÅÒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Ó ËÒÁÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ M , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎ ÁÔÌÁÓ {(U_ff; V_ff; x_ff)}, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ŒÓÅÍ ÕÓÌÏ- ŒÉÑÍ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÕ V_ff ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÂÙÔØ ÌÉÂÏ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ R^n, ÌÉÂÏ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n_+ = {(x_1; : : : ; x_n) ∈ R^n | x_n ≥ 0}. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ a ∈ M ÐÏËÒÙÔÁ ËÁÒÔÏÊ U_ff, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ V_ff | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n, ÔÏ ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M (a ∈ int(M )). åÓÌÉ ÖÅ ÔÏÞËÁ a ÐÏËÒÙÔÁ ËÁÒÔÏÊ U_ff, Œ ËÏÔÏÒÏÊ V_ff | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R^n_+, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ a | ÔÏÞËÁ ËÒÁÑ M (a ∈ @M ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. íÎÏÖÅÓÔŒÁ int(M ) É @M ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ int(M ) (ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ) ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ (ÂÅÚ ËÒÁÑ !), Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ @M (ËÒÁÊ) | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − 1.

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÒÉÍÅÒÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Ó ËÒÁÅÍ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙ: ÓËÁÖÅÍ, ÐÏÌÕÓÆÅÒÁ (ËÒÁÊ | ÓÆÅÒÁ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ), ÉÌÉ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÅ Œ R^3 (ËÒÁÊ | ÄŒÕÍÅÒÎÙÊ ÔÏÒ).

ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n, a ∈ M | ÅÇÏ ÔÏÞËÁ, É (U; V; x) | ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ËÁÒÔÁ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÁÑ ÔÏÞËÕ a. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ `_a ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÒÉŒÙÈ (Ô.Å. ÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ fl : R^1 → M ), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ fl(0) = a. âÕÄÅÍ ÇÏ- ŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄŒÅ ËÒÉŒÙÅ fl_1; fl_2 ∈ `_a ËÁÓÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ x(fl_1(t))−x(fl_2(t)) = o(t) ÐÒÉ t → 0. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÆÁËÔ ËÁÓÁÎÉÑ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÒÉŒÙÈ fl_1 É fl_2 É ÏÔ ÔÏÞËÉ a, ÎÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (U; V; x) (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÇÌÁÄËÉÅ).

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ïÔÎÏÛÅÎÉÑ ËÁÓÁÎÉÑ ÄŒÕÈ ËÒÉŒÙÈ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ `_a. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ n.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. üÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ M Œ ÔÏÞËÅ a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T_aM .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØ (ËÁÖÄÁÑ ËÒÉŒÁÑ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÁÍÏÊ ÓÅÂÑ) É ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ (ÅÓÌÉ ÐÅÒŒÁÑ ËÒÉŒÁÑ ËÁÓÁÅÔÓÑ ŒÔÏÒÏÊ, ÔÏ ŒÔÏÒÁÑ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÊ) ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ËÁÓÁÎÉÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙ. ôÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ: ÅÓÌÉ fl_1 ËÁÓÁÅÔÓÑ fl_2 ËÁÓÁÅÔÓÑ fl_3, ÔÏ x(fl_3(t)) − x(fl_1(t)) = x(fl_3(t)) − x(fl_2(t)) + x(fl_2(t)) − x(fl_1(t)) = o(t) + o(t) = o(t) (ÐÒÉ t → 0).

þÔÏÂÙ ŒŒÅÓÔÉ ÎÁ T_aM ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x = (x_1; : : : ; x_n). ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÊ ËÒÉŒÏÊ fl ∈ `_a ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ: f_1[fl](t) = x_1(fl(t)); : : : ; f_n[fl](t) = x_n(fl(t)), ÐÒÉÞÅÍ f_i[fl](0) = 0, É ËÁÖÄÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f_i[fl] ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 0 ∈ R. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÏ- ÒÑÄËÁ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÒÉŒÙÅ fl_1 É fl_2 ËÁÓÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ a ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f_i[fl_1]^′(0) = f_i[fl_2]^′(0) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÄÁÎÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ fl, ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÞÉÓÅÌ v(fl) = (f_1[fl]^′(0); : : : ; f_n[fl]^′(0)). îÅÔÒÕÄÎÏ ÔÁËÖÅ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌ v = (v_1; : : :; v_n) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÒÉŒÁÑ fl ∈ `_a, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ v(fl) = v. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒŒÅÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ T_aM ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ

îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñìåëãéñ 23

ËÒÉŒÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ | ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏËÏÍÐÏ- ÎÅÎÔÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÎÁÂÏÒÙ ÞÉÓÅÌ v(fl). åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ (ÓÍ. ÎÉÖÅ ÐÒÉÍÅÒ 4) ÎÁÂÏÒ v(fl) ÓËÏÒÏÓÔØÀ ËÒÉŒÏÊ fl Œ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ t = 0, ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x.

œŒÅÄÅÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÉ n) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ T_aM ÍÏÇÌÁ ÂÙ, Œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x | Ô.Å. ÎÅ ÂÙÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÄÒÕÇÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, y = (y_1; : : : ; y_n), É ÐÕÓÔØ ’_1; : : : ; ’_n | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ (ÔÁË ÞÔÏ y_i(b) = ’_i(x_1(b); : : : ; x_n(b)) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ M , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏÊ Ë a). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ËÒÉŒÕÀ fl ∈ `_a, É ÐÕÓÔØ v(fl) = (v_1; : : : ; v_n) | ÅÅ ÓËÏÒÏÓÔØ Œ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ t = 0 ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x, Á w(fl) = (w_1; : : : ; w_n) | ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ y. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÊ) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ w_i =

∑_n j=1 @’_i @x_j (0; : : : ; 0)vj, Ô.Å. w(fl) = Av(fl),

ÇÄÅ A | ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ v(fl) = v(fl_1) + v(fl_2), ÔÏ w(fl) = w(fl_1) + w(fl_2), É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ M ⊂ R^n | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m ≤ n, É a ∈ M | ÅÇÏ ÔÏÞËÁ. ôÏÇÄÁ ËÒÉŒÕÀ fl ∈ `_a ÍÏÖÎÏ ÓÅÂÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ fl = (fl^{(1)}; : : : ; fl^{(n)}) : R → R^n, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ fl(t) ∈ M ÐÒÉ ŒÓÅÈ t, É fl(0) = a. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ (ÄÏËÁÖÉÔÅ !), ÞÔÏ ÄŒÅ ËÒÉŒÙÅ fl_1; fl_2 ∈ `_a ËÁÓÁÀÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (fl^{(i)}_1 )^′(0) = (fl^{(i)}_2 )^′(0) ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1; : : :; n. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ T_aM ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÓÅÂÅ ËÁË m-ÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ R^n, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ËÒÉŒÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ a.

œŒÅÄÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ. ðÅÒÅÎÅÓÅÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_aM ÎÁ ŒÅËÔÏÒ a, É ÐÏÌÕÞÉÍ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L_aM^{def}= a + T_aM ⊂ R^n ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ a ∈ L_aM . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ u ∈ L_aM ÔÏÞËÕ R(u) ∈ M , ÂÌÉÖÁÊÛÕÀ Ë u (ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ R(u) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÓÌÏÖÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÇÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ | ÐÒÏŒÅÄÉÔÅ ! åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ É ÎÅ ÔÒÅÂÕ- ÅÔÓÑ.), É ÐÕÓÔØ %(u) = |u − R(u)| | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ u ÄÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M . úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ŒÅËÔÏÒ v ∈ T_aM ; ÔÏÇÄÁ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, %(a + vt) = o(t) ÐÒÉ t → 0. ðÏÎÑÔÎÏ ÔÁËÖÅ (ÄÏËÁÖÉÔÅ !) ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÅÓÌÉ %(a + vt) = o(t) ÐÒÉ t → 0, ÔÏ v ∈ T_aM . üÔÏ É ÄÁÅÔ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÔØ T_aM ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.