îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ

ìåëãéñ 4

ìÅÍÍÁ 1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ % ∈ C^∞(R^1) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ %(x) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ≤ 0 É %(x) ¿ 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ¿ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ %(x) = 0 ÐÒÉ x ≤ 0, É %(x) = e^{−1=x} ÐÒÉ x ¿ 0. ôÒÅÂÕÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÌØËÏ ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ % ÐÒÉ x = 0. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ x ¿ 0 ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ %^{(n)}(x) ÒÁŒÎÁ P_n(x)e^{−1=x}, ÇÄÅ P_n | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÄÒÏÂÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ (ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ n), ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ %^{(n)}(0) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, %^{(n+1)}(+0) = lim_{x→+0} P_n(x)e^{−1=x}=x = 0. òÁŒÅÎÓÔŒÏ %^{(n+1)}(−0) = 0 ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ %^{(n+1)}(0) ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

ìÅÍÍÁ 2. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ ¯ ∈ C^∞(R^1) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ¯(x) = 0 ÐÒÉ |x| ≥ 1, É ¯(x) ¿ 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ¯(x) = e^{1=(x2−1)} ÐÒÉ |x| ¡ 1 É ¯(x) = 0 ÐÒÉ |x| ≥ 1. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ | ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË Œ ÌÅÍÍÅ 1.

ìÅÍÍÁ 3. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ r ¡ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ ˘_{rR} ∈ C^∞(R^1) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ˘_{rR}(x) = 1 ÐÒÉ |x| ≤ r, ˘_{rR}(x) = 0 ÐÒÉ |x| ≥ R, É 0 ¡ ˘(x) ¡ 1 ÐÒÉ ÐÒÏÞÉÈ x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ˘_{rR}(x) = ‘_{rR}(x)=‘_{rR}(0), ÇÄÅ ‘_{rR}(x) =

∫_{x+(r+R)=2}

x−(r+R)=2 ¯(2x=(R − r)) dx, Á ¯ |

ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.

ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ B ⊂ R^n | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ, Á W ⊂ R^n | ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÅÍÕ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ ’_{BW} ∈ C^∞(R^n) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ’_{BW} (x) = 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ B, ’_{BW} (x) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x =∈ W , É 0 ¡ ’_{BW} (x) ¡ 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ W \ B.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÃÅÎÔÒ B É W |ÔÏÞËÁ a ∈ R^n, Á ÒÁÄÉÕÓÙ ÒÁŒÎÙ r É R ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÍ ’_{BW} (x) = ˘_{rR}( |x − a|), ÇÄÅ ˘_{rR} | ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3.

ìÅÍÍÁ 4 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ a; b ∈ M , É ÔÏÞËÁ b ÐÏËÒÙÔÁ ËÁÒÔÏÊ (U; V; x). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ V ⊂ R^n ÄŒÁ ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÛÁÒÁ B; W Ó ÃÅÎÔÒÏÍ x(b) ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÍÁÌÙÈ, ÞÔÏÂÙ a =∈ x^{−1}(W ). ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(p)^{def}= ’_{BW} (x(p)) ÐÒÉ p ∈ U , É ÒÁŒÎÁÑ ÎÕÌÀ ÄÌÑ p =∈ U , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ f(a) = 0, f(b) = 1.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ŒÅÒÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2’. éÄÅÁÌ m_a ⊂ C^∞(M ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÔÁËÖÅ É Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÎÅ- ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ a ÐÏËÒÙÔÁ ËÁÒÔÏÊ (U; V; x), É ÐÕÓÔØ f =∈ m_a (ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ f(a) ¿ 0). œÙÄÅÌÉÍ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ V ⊂ R^n ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÛÁÒÙ B_1 ⊂ W_1 ⊂ B_2 ⊂ W_2 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ x(a) É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f(b) ¿ 0 ÐÒÉ x(b) ∈ W_2. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ ff(b) = f(b)’_{B2 W2} (x(b)) + (1 − ’_{B1 W1} (x(b)) ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ U ; ÅÓÌÉ ÅÅ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M , ÔÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÔÁËÖÅ ff) ÂÕÄÅÔ ÇÌÁÄËÏÊ É ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Œ ÎÕÌØ. îÏ ff ∈ ⟨f; m_a⟩, ÏÔËÕÄÁ 1 = ff · 1=ff ∈ ⟨f; m_a⟩, É ÉÄÅÁÌ ⟨f; m_a⟩ ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ.

ðÕÓÔØ fl ∈ `_a | ËÒÉŒÁÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^∞(M ) ÞÉÓÌÏ A_fl (f) = d dt f(fl(t)) | |_{t=0}.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. 1. æÕÎËÃÉÏÎÁÌ A_fl : C^∞(M ) → R ÌÉÎÅÅÎ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ:

A_fl (fg) = A_fl (f)g(a) + f(a)A_fl (g). 2. åÓÌÉ f ∈ m^2_a, ÔÏ A_fl (f) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ m^2_a ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÉÄÁ f =

∑_N i=1 ff_ifi_i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ff_i; fi_i ∈ m_a. ôÏÇÄÁ A_fl (f) =

∑_N i=1 A_fl (ff_i)fi_i(a) + ff_i(a)A_fl (fi_i) = 0.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A_fl ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (m_a = m^2_a)^∗. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÒÉŒÙÅ fl_1 É fl_2 ËÁÓÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ Œ ÔÏÞËÅ a, ÔÏ A_{fl1} (f) = A_{fl2} (f) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, A_fl (f) ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁ v ∈ T_aM , ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÍÏÇÏ ËÒÉŒÏÊ fl. óÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ v ∈ T_aM ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ A_v^{def}= A_fl ∈ (m_a = m^2_a)^∗, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : T_aM → (m_a = m^2_a)^∗. 1

2îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñìåëãéñ 4

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : T_aM → (m_a = m^2_a)^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ (U; V; x) | ËÁÒÔÁ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÁÑ ÔÏÞËÕ a, É v =

∑_n i=1 v_i^@_{@xi} (a). ôÏÇÄÁ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅ- ÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ v ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ËÒÉŒÏÊ fl, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ x_i(fl(t)) = x_i(a) + v_it, i = 1; : : : ; n. ôÏÇÄÁ A_fl (f) =

∑_n i=1 @(f∘x^{−1}) @x_i (x(a))vi, É ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ. éÚ ÜÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Ker(A) = 0:

ÐÕÓÔØ ∀f ∈ m_a A_v(f) = 0. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÉÎÄÅËÓ i É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ^{@f∘x−1}_{@xi} (x(a)) = 1 É

@(f∘x^{−1})

@x_j (x(a)) = 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ j ≠ i (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ f(b) = xi(b)’BW (x(b)), ÇÄÅ ’BW | ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ

ÌÅÍÍÙ 4). ôÏÇÄÁ v_i = 0, Ô.Å. ÑÄÒÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (m_a = m^2_a)^∗, Ô.Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ˘ : m_a → R, ÒÁŒÎÏÇÏ ÎÕÌÀ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ m^2_a ⊂ m_a, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ v ∈ T_aM ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ˘ = A_v. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ìÅÍÍÁ (áÄÁÍÁÒ). ðÕÓÔØ f : R^n → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, f(0) = 0 É^{@f}_{@xi} (0) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1; : : :; n, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ g_1; : : : ; g_n; h_1; : : : ; h_n, ÞÔÏ f =

∑_n i=1 g_ih_i É g_i(0) = h_i(0) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, f ∈ m^2_0).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ áÄÁÍÁÒÁ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ x ∈ R^n É ÐÏÌÏÖÉÍ ’(t) = f(tx), t ∈ R. ôÏÇÄÁ ’(0) = ’^′(0) = 0, É ÉÍÅÅÍ f(x) = ’(1) =

∫_1 0 ’^′(t) dt =

∑_n i=1 x_i

∫_1 0 @f @x_i (tx) dt. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ gi(x) = xi, hi(x) =

∫_1 0 @f @x_i (tx) dt.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÐÉÍÏÒÆÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A : T_aM → (m_a = m^2_a)^∗ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÆÕÎËÃÉÀ f ∈ C^∞(M ), ÒÁŒÎÕÀ ÎÕÌÀ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Z ⊂ M , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÔÏÞËÕ a. ðÕÓÔØ B ⊂ W ⊂ V | ÄŒÁ ÛÁÒÁ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ Œ ÔÏÞËÅ x(a) ∈ V , É % = ’_{B;W} ∘ x, ÇÄÅ ’_{B;W} | ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4. ôÏÇÄÁ f = %g, ÇÄÅ g | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ M , ÒÁŒÎÁÑ 0 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Z. ðÏÓËÏÌØËÕ %; g ∈ m_a, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ f ∈ m^2_a. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ˘(f) = 0.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ C^∞(M ) ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ^{@(f∘x−1)}_{@xi} (x(a)) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1; : : : ; n. ðÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ x(a) = 0 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÛÁÒÁ B; W ⊂ V c ÃÅÎÔÒÏÍ Œ 0. æÕÎËÃÉÑ f’_{B;W} ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ f Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, ÏÔËÕÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ˘(f − f’_{B;W} ) = 0, Ô.Å. ˘(f) = ˘(f’_{B;W} ). æÕÎËÃÉÑ g : R^n → R, ÒÁŒÎÁÑ (f’_{B;W} ) ∘ x^{−1} ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ W É ÎÕÌÀ ŒÎÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ | ÇÌÁÄËÁÑ, É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÌÅÍÍÙ áÄÁÍÁÒÁ. ôÏÇÄÁ f’_{B;W} (b) = ∑_n

i=1 g_i(x(b))h_i(x(b)), ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f’_{B;W} ∈ m^2_a É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ˘(f) = ˘(f’_{B;W} ) = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_1; f_2 ∈ C^∞(M ) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ^{@(f1∘x−1)}_{@xi} (x(a)) =^{@(f2∘x−1 )}_{@xi} (x(a)) ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1; : : :; n, ÔÏ ˘(f_1 − f_2) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ˘(f_1) = ˘(f_2). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ˘ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ^{@(f∘x−1)}_{@xi} (x(a)), i = 1; : : :; n. œ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ

ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ v_1; : : : ; v_n, ÞÔÏ ˘(f) =

∑_n i=1 @(f∘x^{−1}) @x_i (x(a))vi, Ô.Å. ˘(f) = Av(f),

ÇÄÅ v =

∑_n

i=1 v_i^@_{@xi} (a).