îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ

ìåëãéñ 5

îÁÐÏÍÎÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á V^{∗ def}= Hom(V; R) | ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ v_1; : : : ; v_n Œ V ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ v^∗_1 ; : : :; v^∗_n ∈ V^∗, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ v^∗_i (v_i) = 1, v^∗_i (v_j ) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1; : : :; n É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ j ≠ i.

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ A : V → W | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ; ÔÏÇÄÁ ÅÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A^∗ : W^∗ → V^∗, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ A^∗(˚)(v)^{def}= ˚(A(v)). óÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: (A + B)^∗ = A^∗ + B^∗, (AB)^∗ = B^∗A^∗. åÓÌÉ Œ V , W ŒŒÅÄÅÎÙ ÂÁÚÉÓÙ v_1; : : : ; v_n, w_1; : : :; w_m, Á Œ V^∗, W^∗ | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A É A^∗ Œ ÜÔÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ.

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ 3. éÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ø : V → (V^∗)^∗ | ŒÅËÔÏÒÕ v ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ø (v) : V^∗ → R, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ø (v)(˚) = ˚(v). üÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌÅÎ, Ô.Å. ÓÏŒÍÅÓÔÉÍ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ: ÅÓÌÉ A : V → W | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, Á A^{∗∗} : (V^∗)^∗ → (W^∗)^∗ | ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë A^∗, ÔÏ A^{∗∗}(ø (v)) = ø (A(v)) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ v ∈ V . üÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÔÁËÖÅ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ: ÂÁÚÉÓ ø (v_1); : : : ; ø (v_n) | ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë v^∗_1 ; : : :; v^∗_n.

œ ÌÅËÃÉÉ 4 ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÉÚÏÍÏÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ‘ : T_aM → (m_a = m^2_a)^∗, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÅËÔÏÒÕ v ∈ T_aM , ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÍÏÍÕ ËÒÉŒÏÊ fl, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ‘_v : m_a = m^2_a → R, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÒÁŒÎÏ^{df(fl(t))}_{dt} | | |_{t=0}.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ (U; V; x) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a. ôÏÇÄÁ ÂÁÚÉÓÕ^@_{@x1} (a); : : : ;^@_{@xn} (a) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ‘ ÂÁÚÉÓ Œ (m_a = m^2_a)^∗, ÄŒÏÊ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë ÂÁÚÉÓÕ %x_1; : : : ; %x_n Œ m_a = m^2_a, ÇÄÅ % | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁŒÎÁÑ 1 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a É 0 ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÁÍÉ ËÁÒÔÙ U .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ fl_i | ËÒÉŒÁÑ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÌÁÓÓ^@_{@xi} (a), Ô.Å. x_i(fl_i(t)) = x_i(a) + t, x_j(fl_i(t))) = x_j(a) ÐÒÉ j ≠ i. ôÏÇÄÁ ‘_{fli} (%x_i) =^d_{dt} %(fl(t))(x_i(a) + t) | |_{t=0} = 1, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ‘_{fli} (%x_j) = 0.

œÓÑËÏÍÕ ÇÌÁÄËÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ F : M → N , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÍÕ ÔÏÞËÕ a Œ ÔÏÞËÕ F (a), ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ ~F : C^∞(N ) → C^∞(M ), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ~F (f) = f ∘ F . îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ~F (m_{F (a)}) ⊂ m_a É ~F (m2_{F (a)}) ⊂ m2_a, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~F : m_{F (a)} = m2_{F (a)} →

m_a = m^2_a.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ïÂÒÁÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ F^′(a) : T_aM → T_{F (a)}N ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ‘ | ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎ- ÎÙÊ Ë ~F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÅÄÅÍ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ M , N ËÁÒÔÙ (U; x) É (W; y) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË a É F (a), É ÐÕÓÔØ y_i(F (b)) = ’_i(x_1(b); : : : ; x_m(b)) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ U (Ô.Å. \(’_1; : : :; ’_n) | ÚÁÐÉÓØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x, y").

œÙÞÉÓÌÉÍ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÂÏÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÂÁÚÉÓÁÈ^@_{@x1} (a); : : : ;^@_{@xm} (a) É^@_{@y1} (F (a)); : : : ;^@_{@yn} (F (a_). éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ (¯_{ij} ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F^′(a) ÒÁŒÎÁ ¯_{ij} =^{@’j}_{@xi} (x(a)). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÑ 1, ÐÏÌÕÞÉÍ ~F (‘_{@=@yi} )(b) = ~F (%y_i)(b) = %(F (b))’_i(x(b)) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ b ∈ U . ðÏ ÌÅÍÍÅ áÄÁÍÁÒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ r ∈ m_a ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m^2_a, Ó ÐÅÒŒÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÓŒÏÅÇÏ ÒÑÄÁ ôÅÊÌÏÒÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ %(F (b)) ≡ 1 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ~F (‘_{@=@yi} ) ÒÁŒÅÎ, ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ m_a = m^2_a, ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ

∑_n j=1 @’_i @x_j (x(a))(F ∘ %) · xj, Ô.Å.

∑_n j=1 @’_i @x_j (x(a)) @ @x_j . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ

ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ F^′(a) ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ.

ðÕÓÔØ M | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. œÅËÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÒÁÎÇÁ r Ó ÂÁÚÏÊ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Q ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n+r É ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p : Q → M , Ó ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÁÔÌÁÓÁ (U_ff; V_ff; x_ff) Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Q ÉÍÅÅÔÓÑ ÁÔÌÁÓ ( ~U_ff; ~V_ff; ~x_ff), ÇÄÅ ~U_ff = p−1(U_ff), ~V_ff = V_ff × Rr, ~x_ff(a) = (x_ff(p(a)); y_ff(a)), ÇÄÅ y_ff(a) ∈ Rr. 1

2îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñìåëãéñ 5

2. åÓÌÉ (U_fi ; V_fi; x_fi) | ÄÒÕÇÁÑ ËÁÒÔÁ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÁÑ ÔÏÞËÕ a, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_{fffi} :

U_ff ∩ U_fi → GL(R^r), ÞÔÏ y_ff(b) = ’_{fffi} (p(b))y_fi (b) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ ~U_ff ∩ ~U_fi.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Q = M ×R^r, ÇÄÅ p | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ (ÅÇÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ y_ff(a) ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ, É ÐÏÌÏÖÉÔØ ’_{fffi} = Id ÄÌÑ ŒÓÅÈ ff, fi.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ M = RP^n, Q = {(‘; v) ∈ RP^n × R^{n+1} | v ∈ ‘}, p : Q → M | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ÓÏÍÎÏ- ÖÉÔÅÌØ. ôÏÇÄÁ Œ Q ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ 1 Ó ÂÁÚÏÊ RP^n. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ‘ = (x_0 : · · · : x_n); ÔÏÇÄÁ (‘; v) ∈ Q ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ v = (v_0; : : :; v_n) = (tx_0; tx_1; : : : ; tx_n) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ t ∈ R (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ t = 0 ŒÏÚÍÏÖÎÏ !). ðÕÓÔØ U_i = {‘ = (x_0 : · · · : x_n) ∈ RP^n | x_i ≠ 0}; ÔÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ y_i(‘; v) = v_i. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ËÁÒÔÁÍÉ U_i É U_j ÏÞÅŒÉÄÎÙ: ’_{ij} (x_0 : · · · : x_n) = x_j=x_i, ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ (ÎÅ ÒÁŒÎÏÅ ÎÕÌÀ) Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R^1 → R^1. üÔÏ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ RP^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ çÒÁÓÓÍÁÎÁ G(n; k).

ðÒÏÏÂÒÁÚ p^{−1}(b) ⊂ Q ÔÏÞËÉ b ∈ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÏÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ. œÁÖÎÅÊÛÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÓÌÏÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ Œ ÎÅÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ: ÓÕÍÍÏÊ ÔÏÞÅË a_1; a_2 ∈ p^{−1}(b) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ a ∈ p^{−1}(b) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ y_ff(a) = y_ff(a_1) + y_ff(a_2), É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ’_{fffi}(b) : R^r → R^r ÌÉÎÅÊÎÙÊ, ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ U_ff Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ b.