îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ

ìåëãéñ 6

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T M ÒÁÎÇÁ n, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÙÍ. ëÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, T M ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ë M ŒÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ a ∈ M , ÐÒÉÞÅÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ðÒÏÅËÃÉÑ p : T M → M ÓÏÐÏ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ÔÏÞËÅ (a; v) ∈ M ÔÏÞËÕ a; ÚÄÅÓØ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ v ∈ T_aM . óÔÒÕËÔÕÒÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÔÁË: ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËÁÒÔÙ (U; x) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ b ∈ M É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ T_bM ÐÏÌÏÖÉÍ y_x(b) = (v_1; : : : ; v_n), ÇÄÅ v_1; : : : ; v_n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ v Œ ÂÁÚÉÓÅ^@_{@x1} (b); : : : ;^@_{@xn} (b). åÓÌÉ (W; z) | ÄÒÕÇÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ b, ÐÒÉÞÅÍ z_i(q) = ’_i(x_1(q); : : : ; x_n(q)), ÇÄÅ q ∈ U ∩ W , ÔÏ, ËÁË ÕÖÅ ÎÅÏÄ- ÎÏËÒÁÔÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÌÏÓØ, y_z(v) = (w_1; : : : ; w_n), ÇÄÅ w_i =

∑_n j=1 @’_j @x_i (x(b))vj. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ’UW : R

n → R^n ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ ff_{ij} =^{@’j}_{@xi} (x(b)).

íÏÒÆÉÚÍÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ f : (E_1; B_1; p_1) → (E_2; B_2; p_2) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁ ÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : B_1 → B_2 É F : E_1 → E_2, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ p_2 ∘ F = f ∘ p_1, É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ B_2 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F ÎÁ ÓÌÏÊ p^{−1}_1 (a) ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏÑ Œ ÓÌÏÊ p^{−1}_2 (f(a)) ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ f(a). éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ.

ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T S^1 ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ S^1 ×R^1. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ŒÅËÔÏÒÕ v ∈ T_aS^1 ÐÁÒÕ (a; x), ÇÄÅ x | ÄÌÉÎÁ ŒÅËÔÏÒÁ v, ŒÚÑÔÁÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ +, ÅÓÌÉ v ÎÁÐÒÁŒÌÅÎ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, É − Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T S^2 ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ S^2 × R^2. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ F : T S^2 → S^2 × R^2 | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. ôÏÇÄÁ ß ∘ F = p, ÇÄÅ p : T S^2 → S^2 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, Á ß : S^2 × R^2 → S^2 | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ F ÎÁ ÓÌÏÊ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ b ∈ S^2 ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p^{−1}(b) → ß^{−1}(b). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ b ∈ S^2 ŒÅËÔÏÒ F^{−1}(b; (1; 0)) ∈ T_bS^2. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÓÆÅÒÅ, ÇÄÅ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÏ ÐÏ ŒÅËÔÏÒÕ, ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. ðÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÉÚ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ \ÌÅÍÍÅ Ï ÐÒÉÞÅÓÙŒÁÎÉÉ ÅÖÁ", ÔÁËÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ S^2 ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

ðÒÉÍÅÒ 3. åÓÌÉ F : M → N | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÔÏ F^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ T M → T N .

óÅÞÅÎÉÅÍ ÇÌÁÄËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ p : E → B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ s : B → E ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p ∘ s = Id_B . éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ b ÂÁÚÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÓÌÏÑ ÎÁÄ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ. óÅÞÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÅÔ ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÂÁÚÙ | ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÅÞÅÎÉÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ C^∞(B).

óÅÞÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÎÁ M . ðÕÓÔØ X : M → T M | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ M ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ X(a) ∈ T_aM , ÔÏ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ X(a) : C^∞(M ) → R. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ X É ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^∞(M ) ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ X(f), ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ X(f)(a)^{def}= (X(a)f)(a).

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X : C^∞(M ) → C^∞(M ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ X(fg) = fX(g) + X(f)g. ìÀÂÏÅ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ f → X(f) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ X(a) : C^∞(M ) → R ÌÉÎÅÅÎ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ìÅÊÂ- ÎÉÃÁ X(a)(fg) = f(a)X(a)(g) + X(a)(f)g(a). éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÅÒŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ R : C^∞(M ) → C^∞(M ) | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ, É ÐÕÓÔØ a ∈ M . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ R_a : m_a → R, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ R_a(f) = R(f)(a). æÕÎËÃÉÏÎÁÌ R_a ÌÉÎÅÅÎ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ∈ m^2_a, ÔÏ ÅÓÔØ f =

∑_N i=1 ff_ifi_i, ÇÄÅ ff_i(a) = fi_i(a) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i, ÔÏ R_a(f) =

∑_N i=1 ff_i(a)R_a(fi_i)+R_a(ff_i)fi_i(a) = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, R_a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (m_a = m^2_a)^∗.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (U; V; x) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, É ÐÕÓÔØ ’ : V → R | ÔÁËÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÞÔÏ f(b) = ’(x_1(b); : : : ; x_n(b)) ÄÌÑ ŒÓÅÈ b ∈ U . ôÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÌÅËÃÉÉ 4, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ v_1(a); : : : ; v_n(a), ÞÔÏ R_a(f) =

∑_n i=1 v_i(a)^{@’}_{@xi} (x(a)). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ X : M → T M ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ X(a) =

∑_n i=1 v_i(a)^@_{@xi} (a) | ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ∈ M ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ R(f)(a) = (X(a)f)(a), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. □ 1

28778îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ ìåëãéñ 6

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ- ŒÁÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M . ïÂÙÞÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÓÉÍŒÏÌÏÍ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X; Y | ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ C^∞(M ) → C^∞(M ), ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ [X; Y ] = Y X − XY .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ïÐÅÒÁÔÏÒ [X; Y ] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, Ô.Å. ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÎÁ M .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ [X; Y ] ÏÞÅŒÉÄÎÁ. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ: [X; Y ](fg) = Y (X(f)g + fX(g))−X(Y (f)g+fY (g)) = Y (X(f))g+X(f)Y (g)+Y (f)X(g)+f Y (X(g))−X(Y (f))g−Y (f)X(g)−X(f )Y (g)− fX(Y (g)) = [X; Y ](f)g − f[X; Y ](g). □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ïÐÅÒÁÃÉÑ ŒÚÑÔÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ [Y; X] = −[X; Y ] É [X; [Y; Z]] + [Y; [Z; X]] + [Z; [X; Y ]] = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ | ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ.

ðÕÓÔØ Œ (U; x) | ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M , ÐÒÉÞÅÍ X(a) =

∑_n

i=1 v_i(a)^@_{@xi} (a), É Y (a) = ∑_n

i=1 w_i(a)^@_{@xi} (a) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ U . ðÕÓÔØ X_i, Y_i | ÚÁÐÉÓØ ÆÕÎËÃÉÊ v_i, w_i Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ, Ô.Å. v_i(a) = X_i(x_1(a); : : : ; x_n(a)) É w_i(a) = Y_i(x_1(a); : : : ; x_n(a)). ôÏÇÄÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÏÄÓÞÅÔ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ [X; Y ](a) = ∑ i Z_i(a)^@_{@xi} (a), ÇÄÅ Z_i(a) =

∑_n j=1 (_{@Xi}

@x_j (x(a))Yj (x(a)) − Xj (x(a))

@Y_i @x_j (x(a)) ) . ïÓÎÏŒÎÙÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ Ï ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ËÏ- ÔÏÒÕÀ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ (Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ). ðÕÓÔØ X : M → T M | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M , É a ∈ M . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ” ¿ 0 É ÔÁËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fl_a : (−”; ”) → M , ÞÔÏ fl_a(0) = a É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ø ∈ (−”; ”) ËÒÉŒÁÑ fl_a(t) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ Œ ÔÏÞËÅ ø ŒÅËÔÏÒ X(fl_a(ø )) ∈ T_{fla (ø)}M . ëÒÉŒÁÑ fl_a ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (−”; ”). äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ t ∈ (−”; ”) ÔÏÞËÁ fl_a(t) ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ a.

ëÒÉŒÁÑ fl ÎÁÚÙŒÁÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ X, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ a. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ a ∈ M , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ” ¿ 0 É ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ t; s ∈ (−”; ”). ðÒÏŒÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ a ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ fl_1 ÐÏÌÑ X. úÁÔÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ fl_1(t) ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ fl_2 ÐÏÌÑ Y , ÚÁÔÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ fl_2(s) | ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ fl_3 ÐÏÌÑ X, É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ fl_3(−t) (ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÚÎÁË !) | ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ fl_4 ÐÏÌÑ Y . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ˘(t; s)(a) = fl_4(−s); ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ : (−”; ”)^2 × M → M . éÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ É ÅÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ (Œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÇÌÁÄËÏÊ) ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ˘(t; s)(a) → a ÐÒÉ s → 0 É ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ t; ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ t ËÒÉŒÁÑ ffi_t(s) = ˘(t; s)(a) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ `_a É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ŒÅËÔÏÒ v(t) ∈ T_aM

ôÅÏÒÅÍÁ 2. v^′(0) = [X; Y ](a).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ” ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ, ŒÓÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ Œ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ∈ M . íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÁ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ R^n ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ M = R^n, ŒÓÅ ËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_aR^n ÔÁËÖÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÙ Ó R^n, É ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ X É Y ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ X(b) = (X_1(b); : : :; X_n(b)) É Y = (Y_1(b); : : : ; Y_n(b)) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a = 0.

éÍÅÅÍ: fl_1(t) = X(0)t+o(t); fl_2(s) = fl_1(t)+Y (fl_1(t))s+o(s) = X(0)t+Y (0)s+

∑_n i=1 @Y @x_j (0)Xj (0)ts+o(t)+o(s),

fl_3(−t) = fl_2(s) − X(fl_2(s))t + o(t) = Y (0)s +

∑_n i=1 (_{@Y}

@x_j (0)Xj (0) − @X @x_j (0)Yj (0) ) ts + o(t) + o(s), fl_4(−s) = ∑_n i=1 (_{@Y}

@x_j (0)Xj (0) − @X @x_j (0)Yj(0) ) ts+o(t)+o(s). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ v(t) = t·

∑_n i=1 (_{@Y}

@x_j (0)Xj (0) − @X @x_j (0)Yj (0) ) + o(t), É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, v^′(0) =

∑_n i=1 (_{@Y}

@x_j (0)Xj (0) − @X @x_j (0)Yj (0) ) = [X; Y ](0). □