îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ

ìåëãéñ 7

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ X; Y | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M , Á f ∈ C^∞(M ). ôÏÇÄÁ [X; fY ] = f[X; Y ] + X(f)Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ g ∈ C^∞(M ) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ [X; fY ](g) = X(fY (g)) − fY (X(g)) = X(f)Y (g) + fX(Y (g)) − fY (X(g)) = X(f)Y (g) + f[X; Y ](g). □

ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎ ÁÔÌÁÓ (U_ff; V_ff; x_ff), Á p : E → M | ÇÌÁÄËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ k Ó ÂÁÚÏÊ M . ôÏÇÄÁ ÐÒÉ a ∈ U_ff ∩ U_fi ÚÁÄÁÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ˘_{fiff}(a) : R^k → R^k ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÐÒÉ v ∈ p^{−1}(a) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ y_fi (v) = ˘_{fiff}(a)y_ff(v) (ÇÄÅ y | \ŒÅËÔÏÒÎÙÅ" ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ E). îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ˘ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (E : R^k → R^k | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ):

(1) ˘_{fiff}(a)˘_{fffi}(a) = E ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ U_ff ∩ U_fi . (2) ˘_{flfi} (a)˘_{fiff}(a)˘_{fffl} (a) = E ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ U_ff ∩ U_fi ∩ U_fl .

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÄÁÎÏ ÔÏÌØËÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M , É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ∈ U_ff ∩ U_fi ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ˘_{fiff}(a) : R^k → R^k ÔÁË, ÞÔÏ ŒÓÑ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ 1 É 2. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ p : E → M ÒÁÎÇÁ k, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ˘ ÂÕÄÕÔ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓŒÑÚÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ~E ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ ~U_ff = U_ff × R^k | ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ ~E = {(a; ff; v) | a ∈ U_ff; v ∈ R^k}; ÉÎÄÅËÓ ff ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÔÏÞËÉ (a; ff; v) É (a; fi; v) ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ a ∈ U_ff ∩ U_fi. œŒÅÄÅÍ ÎÁ ~E ÔÁËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ a ∈ U_ff ∩ U_fi , ÔÏ (a; ff; v) ∼ (a; fi; ˘_{fiff}(a)v); ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ E. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : E → M ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÔÒÏÊËÅ (a; ff; v) ÔÏÞËÕ a ∈ M | ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ w ∈ E, É a = p(w) ∈ U_ff; É ÐÕÓÔØ (a; ff; v) | ÔÒÏÊËÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔ w; ÚÄÅÓØ v = (v_1; : : :; v_k) ∈ R^k. ôÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ w ÔÁË: x_ff(w)^{def}= x_ff(a) É y^{(i)}_ff (w) = v_i, ÇÄÅ i = 1; 2; : : :; k. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ k, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ˘ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔ ÒÏÌØ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ M = S^1 ⊂ R^2, ËÁÒÔÙ U_1 = S^1 \ {(0; 1)}, U_2 = S^1 \ {(0; −1)}. ôÏÇÄÁ U_1 ∩ U_2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÄÕÇ, `_1 É `_2. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f : U_1 ∩ U_2 → GL(1; R) = R \ {0} ÔÁË: f|_{�1} = 1 É f|_{�2} = −1. œ ÓÉÌÕ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÑ ÔÒÏÊÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÕÓÌÏŒÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÉÑ 1 É 2 ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ S^1, ÔÏÔÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÌÅÎÔÅ íÅÂÉÕÓÁ (ÂÅÚ ËÒÁÑ).

ðÒÉÍÅÒ 2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÄÌÑ M = S^2, ËÁÒÔÙ U_1 | ÓÆÅÒÁ ÂÅÚ ÓÅŒÅÒÎÏÇÏ ÐÏÌÀÓÁ, U_2 | ÓÆÅÒÁ ÂÅÚ ÀÖÎÏÇÏ ÐÏÌÀÓÁ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ f : U_1 ∩ U_2 → GL(2) ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÔÁË: ÅÓÌÉ (’; ) | ÄÏÌÇÏÔÁ É ÛÉÒÏÔÁ ÔÏÞËÉ a ∈ U_1∩U_2, ÔÏ f(a) | ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ k’, ÇÄÅ k ∈ Z| ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÚÁÒÁÎÅÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ O(k). îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ O(0) ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, É ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ O(k) É O(−k) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ O(2) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ ÓÆÅÒÙ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÚÁÄÁÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ p : E → M , Œ ËÏÔÏÒÏÍ ˘_{fiff}(a) | ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ¯_{fiff}(a) : R^k → R^k ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ¯_{fiff}(a) = ˘_{fffi}(a)^∗ = ((˘_{fiff}(a))^{−1})^∗. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÏŒÏËÕÐ- ÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ¯ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ 1 É 2 É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ (ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ) Ë E É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ E^∗. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. óÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E^∗ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ a ∈ M | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë ÓÌÏÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁÄ ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ U = (a; ff; u) ∈ E, V = (a; ff; v) ∈ E^∗; ÔÏÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ⟨V; U ⟩ = (v; u) (ÓÐÒÁŒÁ ÓÔÏÉÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ R^k). åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ U ∼ (a; fi; ˘_{fiff}(a)u) É V ∼ (a; fi; ¯_{fiff}(a)v), ÔÏ ⟨V; U ⟩ = (˘_{fiff}(a)u; ¯_{fiff}(a)v) = (u; A_{fiff}(a)^∗B_{fiff}(a)) = (u; v). □

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅ s ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E É ÓÅÞÅÎÉÅ œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÔÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ a ∈ M ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÞÉÓÌÏ ⟨œ(a); s(a)⟩ | ÔÏ ÅÓÔØ, ⟨œ; s⟩ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M .

òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍÕ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T^∗M . óÌÏÊ T^∗_a M ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T^∗M ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ a ∈ M , ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 2, ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ m_a = m^2_a. åÓÌÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ËÁÒÔÁ (U; x), ÔÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T^∗_a M ÉÍÅ- ÅÔÓÑ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë ÂÁÚÉÓÕ^@_{@x1} (a); : : : ;^@_{@xn} (a). üÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ f_1(b) = x_1(b) − x_1(a); : : : ; f_n(b) = x_n(b) − x_n(a) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ dx_1(a); : : : ; dx_n(a).

üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T^∗_a M ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏŒÅËÔÏÒÁÍÉ (Œ ÔÏÞËÅ a), Á ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T^∗M | 1- ÆÏÒÍÁÍÉ ÎÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ŒÓÑËÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ˚(x) =

∑_n i=1 a_i(x)dx_i.