îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ

ìåëãéñ 8

ðÕÓÔØ f : M → N | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m É n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ M ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^′(a) : T_aM → T_bN (ÇÄÅ b = f(a)) É ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (f^′(a))^∗ : T^∗_b N → T^∗_a M . ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ N ÚÁÄÁÎÁ 1-ÆÏÒÍÁ ˚. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ M ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÏŒÅËÔÏÒ ¯(a) = (f^′(a))^∗(˚(f(a)); ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ 1-ÆÏÒÍÁ ¯ | ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÆÏÒÍÙ ˚; ÏÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ¯ = f^∗˚.

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (U; x), (V; y) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË a É b ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ M É N ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ 1-ÆÏÒÍÁ ˚ ÎÁ N Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ˚(q) =

∑_n i=1 ˚_i(y_1(q); : : : ; y_n(q))dy_i(q), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÆÕÎËÃÉÊ ’_1; : : : ; ’_n ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ y_i(f(p)) = ’_i(x_1(p); : : : ; x_m(p)). ôÏÇÄÁ ÍÁ- ÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (f^′(a))^∗ : T^∗_b N → T^∗_a M Œ ÂÁÚÉÓÁÈ dx_1(a); : : : ; dx_m(a) É dy_1(b); : : : ; dy_n(b) ÒÁŒÎÁ (_{@’i}

@x_j (x(a)) ) , ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1-ÆÏÒÍÙ f^∗˚ Œ ÔÏÞËÅ p ∈ U ⊂ M ÒÁŒÎÏ ∑_n i=1 ∑_m

j=1 ˚_i(’_1(x(p)); : : : ; ’_n(x(p)))^{@’i}_{@xj} (x(p)) dx_j(p).

ïÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T^∗_a M Ó ÆÁËÔÏÒÏÍ m_a = m^2_a.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ 1-ÆÏÒÍÙ ˚ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : M ×M → R ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(b; a) = −f(a; b), É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ∈ M ÆÕÎËÃÉÑ ’_a(b)^{def}= f(a; b) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ m_a É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ˚(a) ∈ m_a = m^2_a.

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ. åÓÌÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ∈ M ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ËÁÒÔÁ (U; x), É ’(x; y) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÆÕÎËÃÉÉ f (ÔÏ ÅÓÔØ f(p; q) = ’(x(p); x(q)) ÐÒÉ p; q ∈ U ), ÔÏ ˚(a) = ∑_n i=1 @’ @y_i (x(a); x(a)) dxi(a).

ðÕÓÔØ ˚ | 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ M , Á f : M × M → R | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÅÅ ÆÕÎËÃÉÑ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, f(a; a) = 0 Œ ÓÉÌÕ ËÏÓÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ˚(a) = 0, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ’_a(b) = f(a; b) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ m^2_a, ÔÏ ÅÓÔØ (Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ áÄÁÍÁÒÁ) ÅÓÌÉ f(a; b) = o(x(b) − x(a)) ÐÒÉ b → a (x | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ 1-ÆÏÒÍ ÎÁ M ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ~_2(M ) ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M × M ÐÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ~^0_2(M ), ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, \ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÎÕÌÑ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ", Ô.Å. ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f(a; b) = o(x(b) − x(a)) ÐÒÉ b → a É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ a.

îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F : M → N | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, É ˚ | 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ N , ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ f : N × N → R, ÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑ 1-ÆÏÒÍÙ f^∗˚ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÆÕÎËÃÉÀ h : M × M → M , ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ h(p; q) = f(F (p); F (q)).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ g : M → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f : M × M → R ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ f(a; b) = g(b)−g(a). 1-ÆÏÒÍÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ f, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ g É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ dg. åÓÌÉ g(p) = ff(x(p)) Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ dg(p) =

∑_n i=1 @ff @x_i (x(p)) dxi(p). œ

ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ g = x_i | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ dg = dx_i, ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÔÁËÖÅ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F : M → N | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ F^∗dg = d(F^∗g), ÇÄÅ ÓÉÍŒÏÌÏÍ F^∗g ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ g ∘ F : M → R.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ X É ŒÓÑËÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ⟨dg; X⟩ = X(g).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ a ÉÍÅÅÍ: g(p) = G(x(p)), ÇÄÅ G : R^n → R | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÁËÖÅ X(p) =

∑_n i=1 A_i(x(p))^@_{@xi} (p) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ A_1; : : :; A_n :

R^n → R. ôÏÇÄÁ dg(p) =

∑_n i=1 @G @x_i (x(p)) dxi(p), É ⟨dg; X⟩(p) =

∑_n i=1 A_i(x(p))^{@G}_{@xi} (x(p)) = X(g)(p). □

ðÒÉÍÅÒ 1. îÅ ŒÓÑËÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ˚ = dg, ÔÏ ˚(x) = ∑_n

i=1 ˚_i(x) dx_i, ÇÄÅ ˚_i(x) =^{@g}_{@xi} (x) Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÕÓÌÏŒÉÅ

@˚_i @x_j =

@^2g @x_i@x_j =

@^2g @x_j @x_i

@˚_j @x_i , ËÏÔÏÒÏÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ x. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, M = R 2, É ˚(x_1; x_2) = x_2dx_1 − x_1dx_2, ÔÏ^{@˚1}_{@x2} = 1 ≠ −1 =^{@˚2}_{@x1} .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔÓÑ \ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ" ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÅ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ 1-ÆÏÒÍÁ ˚ ÑŒÌÑÌÁÓØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁ- ÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÒÉÍÅÒ 2. œÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÂÏÌÅÅ \ÔÏÎËÏÇÏ" ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÑ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ 1-ÆÏÒÍÁ ÂÙÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÕÓÔØ M = S^1 ⊂ R^2. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(a; b) = sin ‘(a; b), ÇÄÅ ‘(a; b) | ÄÌÉÎÁ ÄÕÇÉ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ a É b, ŒÚÑÔÕÀ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ +, ÅÓÌÉ a ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÅÔ b ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ, É ÓÏ ÚÎÁËÏÍ − Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ŒÙÂÏÒÁ ÄÕÇÉ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÉÎÕÓ | ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ). üÔÁ ÆÏÒÍÁ ÔÏÖÅ 1

28778îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ ìåëãéñ 8

ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÁÔÌÁÓ ÉÚ ÄŒÕÈ ËÁÒÔ U_1; U_2, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ Œ ËÏÔÏÒÙÈ | ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÕÇÏÌ ’, ÉÚÍÅÎÑÀÝÉÊÓÑ Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (−ß; ß) É ÏÔÓÞÉÔÙŒÁÅÍÙÊ (ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ) Œ ËÁÒÔÅ U_1 | ÏÔ ÔÏÞËÉ (1; 0), Á Œ ËÁÒÔÅ U_2 | ÏÔ ÔÏÞËÉ (−1; 0). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÚÄÅÓØ ’_2 = ’_1 − ß ÎÁ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ ’_1 ¿ 0) É ’_2 = ’_1 + ß ÎÁ ÎÉÖÎÅÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ ’_1 ¡ 0).

îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ 1-ÆÏÒÍÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ f, ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ËÁË d’_1 = d’_2 (Œ ÏÂÅÉÈ ËÁÒÔÁÈ). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ˚ = dg. ôÏÇÄÁ g(p) = ff(’_1(p)) = fi(’_2(p)), ÐÒÉÞÅÍ fi(’) = ff(’ ± ß) (ÚÎÁË + ÄÌÑ ’ ¡ 0 É − ÄÌÑ ’ ¿ 0). éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ff^′(’) = fi^′(’) = 1 ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ ’, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ff É fi ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ p ÌÅÖÉÔ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á ÔÏÞËÁ q Œ ÎÉÖÎÅÊ. ôÏÇÄÁ ’_1(p) ¿ ’_1(q), ÏÔËÕÄÁ g(p) = ff(’_1(p)) ¿ ff(’_1(q)) = g(q). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ’_2(q) ¿ ’_2(p), ÏÔËÕÄÁ g(q) = fi(’_2(q)) ¿ fi(’_2(p)) = g(p) | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ðÕÓÔØ p : E → M | ÇÌÁÄËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ k, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁ ÂÁÚÅ M ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ ÁÔÌÁÓ (U_ff; x_ff), É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ∈ U_ff ∩ U_fi ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ˘_{fffi}(a) : R^k → R^k. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÂÒÁÔÉÍÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ (Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ) ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÁÔÌÁÓ (U_ff; x_ff) É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ˘_{fffi}(a) ÚÁÄÁÀÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ p : E → B, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ff; fi; a ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏÊ ÁÔÌÁÓ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ ÅÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 3. óÆÅÒÁ S^n ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÔÌÁÓ ÉÚ ÄŒÕÈ ËÁÒÔ U_1 = S^n \ {N }, U_2 = S^n \ {S} É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x, y, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ, ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÉÚ ÓÅŒÅÒÎÏÇÏ É ÀÖÎÏÇÏ ÐÏÌÀÓÁ. åÓÌÉ x_i(a) = ’_i(y_1(a); : : : ; y_n(a)), ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅ- ÈÏÄÁ ÄÌÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Œ ÔÏÞËÅ a ÉÍÅÅÔ Œ ÂÁÚÉÓÁÈ^@_{@x1} (a); : : : ;^@_{@xn} (a),^@_{@xy} (a); : : : ;^@_{@yn} (a) ÍÁÔÒÉÃÕ ˘(a) =

(_{@’i}

@y_j (y(a)) ) . ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det ˘(a) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ a É ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÚÎÁË (ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÒÉ n = 1, ËÏÇÄÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U_1 ∩ U_2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ËÕÓËÏŒ | ÒÁÚÂÅÒÉÔÅÓØ Œ ÜÔÏÍ !). åÓÌÉ ÜÔÏÔ ÚÎÁË ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, ÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ; ÅÓÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ËÁÒÔÅ U_2, ÐÏÌÏÖÉŒ z_1(a) = −y_1(a), É z_i(a) = y_i(a) ÐÒÉ ŒÓÅÈ i ¿ 1.

ðÒÉÍÅÒ 4. ìÅÎÔÁ íÅÂÉÕÓÁ M | ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÔÌÁÓ ÎÁ M ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ËÁÒÔ (U_1; (x_1; y_1)) É (U_2; (x_2; y_2)), ÐÒÉ ÜÔÏÍ V_1 = V_2 = (0; 1) × (0; 1). ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÁÒÔ U_1 ∩ U_2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ËÕÓËÏŒ, `_1 É `_2. îÁ `_1 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ’_{12} ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, Á ÎÁ `_2 ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ ’_{12}(x; y) = (x; −y). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ U_ff | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁÔÌÁÓ ÎÁ M . ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÁÔÌÁÓ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ (ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁ M !), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÂÁŒÉÔØ Ë ÎÅÍÕ U_1 É U_2 ÔÁË, ÞÔÏ ÓÎÏŒÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÁÔÌÁÓ (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÏÎ ÐÅÒÅÓÔÁÎÅÔ ÂÙÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍ). ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ˘_{fffi}(a) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ U_ff ∩ U_fi .

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÒÔÁ U_1 ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det ˘_{ff1}(a) ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÚÎÁË ÐÒÉ ŒÓÅÈ ff É ÐÒÉ ŒÓÅÈ a ∈ U_ff ∩ U_1. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ det ˘_{ff2}(a). îÏ ÔÏÇÄÁ ÚÎÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ det ˘_{12}(a) = det ˘_{ff1}(a)= det ˘_{ff2}(a) ÔÁËÖÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ a, ÞÔÏ ÎÅŒÅÒÎÏ: ÎÁ `_1 ÚÎÁË ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, Á ÎÁ `_2 ÏÔÒÉ- ÃÁÔÅÌÅÎ.