îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ

ìåëãéñ 9

ðÕÓÔØ M | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎ ÁÔÌÁÓ (U_ff; x_ff). òÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ T ËÒÉŒÙÈ fl_n : [0; 1] → M , n = 1; 2; : : :; N ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ 1) ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ËÒÉŒÁÑ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÔÏÞÅË fl_i(1) = fl_{i+1}(0), ÇÄÅ ÄŒÅ ËÒÉŒÙÅ Ó ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, 2) ËÁÖÄÁÑ ËÒÉŒÁÑ fl_i ÌÅÖÉÔ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÙ (U_i; x_i), 3) x_i(fl_i(t)) | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ t. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏ- ÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÁÒÔÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÁÔÌÁÓ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ. îÁ ŒÓÑËÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ; ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Ó ËÒÁÅÍ.

âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ T_n = {fl^{(n)}_k } ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÐÌÏÔÎÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÊ ËÁÒÔÙ (U; x) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ max_k ( x(fl^{(n)}_k (1)) − x(fl^{(n)}_k (0)) ) → 0 ÐÒÉ n → ∞; ÍÁËÓÉÍÕÍ ÚÄÅÓØ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ k ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ fl^{(n)}_k ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ Œ ËÁÒÔÅ U .

ðÕÓÔØ ˚ | 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ M , ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ f : M × M → R. þÉÓÌÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ òÉÍÁÎÁ ÏÔ ÆÏÒÍÙ ˚ ÐÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ M (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ A = ∫ M ˚), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑ- ËÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÐÌÏÔÎÑÀÝÅÊÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ T_n ÞÉÓÌÏŒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ I(˚; T_n) = ∑ k f(fl^{(n)}_k (0); fl^{(n)}_k (1)) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë A ÐÒÉ n → ∞.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ 1-ÆÏÒÍÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, Ô.Å. ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕ ˚. éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ 1-ÆÏÒÍÙ ÐÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ g : M × M → R | ÄÒÕÇÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ 1-ÆÏÒÍÕ ˚. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (U; x) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(a; b) − g(a; b) = o(x(b) − x(a)), ÉÌÉ (f(a; b) − g(a; b))=(x(b) − x(a)) → 0 ÐÒÉ b → a, ÐÒÉÞÅÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁ ÐÏ a ∈ U . ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ËÁÒÔ U_i, É ÔÏÇÄÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÐÏ ŒÓÅÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i ÅÓÌÉ a; b ∈ U_i É |x_i(b) − x_i(a)| ¡ ffi, ÔÏ |f(a; b) − g(a; b)| ¡ ” |x_i(b) − x_i(a)|. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ n ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÏ, ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ T_n ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ( x(fl^{(n)}_k (1)) − x(fl^{(n)}_k (0)) ) ¡ ffi ÄÌÑ ŒÓÅÈ k É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x = x_i. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, |I(f; T_n) − I(g; T_n)| ¡ ”.

ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÆÏÒÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ (ÓÍ. ÎÉÖÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 2). á ÉÍÅÎÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M × M ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÏÒÑÄËÁ 2. éÚ ÎÅÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ffi ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÔÏÞÅË a; b; c ∈ U_i ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ |x_i(a) − x_i(b)| ¡ ffi, |x_i(b) − x_i(c)| ¡ ffi, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |f(a; c) − f(a; b) − f(b; c)| ¡ ” |x_i(c) − x_i(a)|. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ I(f; T_n) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ëÏÛÉ: ÅÓÌÉ max_k ( x(fl^{(m)}_k (1)) − x(fl^{(m)}_k (0)) ) ¡ ffi, max_k ( x(fl^{(n)}_k (1)) − x(fl^{(n)}_k (0)) ) ¡ ffi, ÔÏ |I(f; T_m) − I(f; T_n)| ¡ ” | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÅÌ A = ∫ M ˚ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ. □

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ M = [a; b] ⊂ R, É ÐÕÓÔØ ˚ = u(x) dx, ÇÄÅ x | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÎÁ M . ôÏÇÄÁ ∫ M ˚ =

∫_b a u(x) dx.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ˚, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ f(x; y) =^1_2 (u(x) + u(y))(y − x). □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ (ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ). ðÕÓÔØ h : [a; b] → [a; b] | ÇÌÁÄËÁÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ

∫_b a u(x) dx =

∫_b a u(h(y))h^′(y) dy.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÏŒÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ y = h^{−1}(x) ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Ó ËÒÁÅÍ [a; b]; ÔÏÇÄÁ x = h(y), É ÆÏÒÍÁ ˚ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ˚ = u(h(y))h^′(y) dy. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 2. □

éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ 1-ÆÏÒÍÙ ÐÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÖÉÄÁÅÍÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ M | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (Ó ËÒÁÅÍ ÉÌÉ ÂÅÚ ËÒÁÑ), É ˚ | 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÎÅÍ. ôÏÇÄÁ

(1) œÅÌÉÞÉÎÁ ∫ M ˚ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ˚ ÌÉÎÅÊÎÏ.

(2) åÓÌÉ M = M_1 ∩ M_2, ÇÄÅ M_1; M_2 ⊂ M | ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÔÁËÖÅ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ËÒÁÅÍ), É M_1 ∩ M_2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË. ôÏÇÄÁ ∫ M ˚ = ∫ M_1 ˚ + ∫ M_2 ˚. 1

28778îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô íîïçïïâòáúéñ é òáóóìïåîéñ ìåëãéñ 9

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ÐÒÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ.

ðÕÓÔØ h : M → N | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ h ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ ÄŒÕÈ ËÁÒÔ (U; x), (W; y) ÎÁ M É N ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÈ Ó ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ a ∈ U , h(a) ∈ W , ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ h^′(a)^@_{@x} (a) = ff^@_{@y} (h(a)), ÇÄÅ ff ¿ 0. åÓÌÉ ff ¡ 0, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ ˚ | 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ N , É h : M → N | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ. ôÏÇÄÁ ∫ M h^∗˚ = ∫ N ˚. åÓÌÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÔÏ ∫ M h^∗˚ = − ∫ N ˚. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f : N × N → R | ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕ ˚, Á T_n = {fl^{(n)}_i } | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ N . ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ g : M × M → R, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ g(a; b) = f(h(a); h(b)), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÆÏÒÍÕ h^∗˚, Á ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ËÒÉŒÙÈ ~T_n = {h^{−1} ∘ fl^{(n)}_i } ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M (ÐÏÓËÏÌØËÕ h^{−1}, ËÁË É h, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h^{−1} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ T_n ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÉÚÍÅÌØÞÁÅÔÓÑ, ÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ~T_n. ôÅÏÒÅÍÁ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ I(g; ~T_n) = I(f; T_n).

œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ h ÍÅÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. □

åÓÌÉ M | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ, ÔÏ ÅÇÏ ËÒÁÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÔÏÞÅË. îÁ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁŒÉÔØ ÚÎÁËÉ + É − ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ a ∈ @M | ÔÏÞËÁ ËÒÁÑ, É ÐÕÓÔØ (U; V; x) | ËÁÒÔÁ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÁÑ Ó ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ a ∈ U , x(a) = 0. ôÏÇÄÁ V ⊂ R ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌ. åÓÌÉ ÜÔÏÔ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ [0; ”), ÔÏ ÐÒÉÐÉÛÅÍ ÔÏÞËÅ a ÚÎÁË − (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ a ∈ @_−M ), Á ÅÓÌÉ (−”; 0], ÔÏ ÚÎÁË + (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ a ∈ @_+M ).

ôÅÏÒÅÍÁ 5 (ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉÃÁ). åÓÌÉ ˚ = dg, ÇÄÅ g ∈ C^∞(M ), ÔÏ ∫ M ˚ = ∑ a∈@_+M g(a) − ∑ a∈@_−M g(a). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ M | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÂÅÚ ËÒÁÑ, ÔÏ ∫ M dg = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ M ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÒÁÊ M ÌÉÂÏ ÐÕÓÔ, ÌÉÂÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË a ∈ @_−M , b ∈ @_+M . œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ËÒÁÊ ÎÅÐÕÓÔ, M ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÒÅÚËÕ [a; b]. ôÏÇÄÁ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ T_n ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁ n ÒÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ, É ÔÏÇÄÁ ∫ [a;b] dg = (g(t1) − g(t0)) + (g(t2) − g(t1)) + · · ·+ (g(tn+1) − g(tn)) = g(tn+1) − g(t0) =

g(b) − g(a). åÓÌÉ ËÒÁÊ ÐÕÓÔ, ÔÏ M ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1, É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. □