îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ

áÌÇÅÂÒÁ

ðÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ŒÅÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ 2004/05 Ç. ìÅËÃÉÉ 1{2

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M É N .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ’ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N

’ : M −→ N (ÉÌÉ M^’−→ N )

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ m ∈ M ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ’(m) ∈ N . üÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ’(m) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’. œÍÅÓÔÏ n = ’(m) ÐÉÛÕÔ ÔÁËÖÅ

’ : m → n ÉÌÉ m^’→ n:

åÓÌÉ S | ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ M , ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Œ N ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÂÒÁÚÏŒ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ S ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’. üÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ’(S). úÁÐÉÛÅÍ ÜÔÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ: ’(S) = {’(m) | m ∈ S}.

îÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÕÓÔØ T | ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ N . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ M ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M , ÏÂÒÁÚÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’ ÌÅÖÁÔ Œ T . üÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏ- ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ T ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ’^{−1}(T ) (ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ: ’^{−1}(T ) = {m ∈ M | ’(m) ∈ T }).

íÙ ÍÏÖÅÍ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ T ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ n ∈ N . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ’^{−1}(n) ÜÌÅÍÅÎÔÁ n ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ’ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÌÏÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ n.

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÌÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÌÏÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M , ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÑÓØ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ M = C | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, N = R, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : M −→ M ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ’(z) = |z|. ôÏÇÄÁ ’(M ) = R_+ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á ÓÌÏÊ ÎÁÄ ÞÉÓÌÏÍ r ∈ N ÐÕÓÔ, ÅÓÌÉ r ¡ 0, É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ É ÒÁÄÉÕÓÏÍ r , ÅÓÌÉ r ⩾ 0.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ M | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : M −→ M , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ’(m) = m, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M Œ ÓÅÂÑ, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ id_M , 1_M ÉÌÉ e_M .

œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÓŒÏÊÓÔŒ ÓÌÏÅŒ ÐÒÉÎÑÔÏ ŒÙÄÅÌÑÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÔÉÐÏŒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : M −→ N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÍ (ÉÌÉ ÓÀÒSSÅËÃÉÅÊ), ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ (ÉÌÉ ÉÎSSÅËÃÉÅÊ), ÂÉÅËÔÉŒÎÙÍ (ÉÌÉ ÂÉÅËÃÉÅÊ), ÅÓÌÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ÓÌÏÊ ÎÅ ÐÕÓÔ, ËÁÖÄÙÊ ÓÌÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ËÁÖÄÙÊ ÓÌÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ M = N = R, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : M −→ M ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ y = x^2 . ôÏÇÄÁ ’ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ÎÉ ÓÀÒSSÅËÃÉÅÊ, ÎÉ ÉÎSSÅËÃÉÅÊ (É, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÉ ÂÉÅËÃÉÅÊ). åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎËÃÉÀ y = { ln |x|; x ≠ 0; 0; x = 0; ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÉÍÅÒ ÓÀÒSSÅËÃÉÉ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÉÎSSÅËÃÉÅÊ, Á ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÆÕÎËÃÉÀ y = e^x , ÔÏ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÒÉÍÅÒ ÉÎSSÅËÃÉÉ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÓÀÒSSÅËÃÉÅÊ. æÕÎËÃÉÑ y = x^3 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÓÅÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÙ ÔÒÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M , N É K É ÄŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : M −→ N É : N −→ K . ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ø : M −→ K Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ Ø(m) = (’(m)).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ø ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ’ É . ïÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ø ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ’ É É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ∘ ’.

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ M , N , K É L É ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ’ : M −→ N , : N −→ K É ` : K −→ L ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

` ∘ ( ∘ ’) = (` ∘ ) ∘ ’;

ÔÏ ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ ’; : R −→ R | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ’(x) = x^3 É (x) = x^2 + x. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ (’ ∘ )(x) = x^6 + 3x^5 + 3x^4 + x^3 , Á ( ∘ ’)(x) = x^6 + x^3 . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

ðÕÓÔØ M_0; M_1; : : : ; M_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ’_i : M_{i−1} −→ M_i | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ’_n ∘ ’_{n−1} ∘ · · · ∘ ’_1 . ëÁÖÄÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÅ ÓËÏÂÏË Œ ÜÔÏÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M_0 −→ M_n . éÚ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏ n ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ (ðÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ!). äÌÑ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ’_n ∘ ’_{n−1} ∘ · · · ∘ ’_1 .

æÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

ëÒÏÍÅ ÏÐÅÒÁÃÉÊ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÅÝÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ M É N ŒÓÑËÏÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ R ⊆ M × N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÎÁÒÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ M É N (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÎÁ M , ÅÓÌÉ N = M ). ïÂÙÞÎÏ ÄÌÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ŒÙÂÉÒÁÀÔ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÓÉÍŒÏÌ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ ∗) É ÐÉÛÕÔ x ∗ y ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÁÒ (x; y) ∈ R (É ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÉÈ). âÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, (ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÂÙÞÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌ ∼), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; x^′; x^{′′} ∈ M ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

1) x ∼ x (ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØ),

2) x ∼ x^′ ⇒ x^′ ∼ x (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ),

3) x ∼ x^′; x^′ ∼ x^{′′} ⇒ x ∼ x^{′′} (ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ).

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ —x = {x^′ ∈ M | x^′ ∼ x} ⊆ M

ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÄÁÎÎÏÍÕ x, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ x.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M , ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÑÓØ (ðÏÞÅÍÕ?), Ô. Å. ÏÂÒÁÚÕ- ÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M . íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ M ÐÏ ÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÀ ∼ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ M=∼. óÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ß : x → —x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ M ÎÁ M=∼ .

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÕÓÔØ M = Z. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n. œŒÅÄÅÍ ÎÁ M ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÁÇÁÑ k ∼ m Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ m−k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n. ëÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n.

ðÒÉÍÅÒ 6. ðÕÓÔØ M | ÜÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. œŒÅÄÅÍ ÎÁ ÎÅÊ ÄÅËÁÒÔÏŒÕ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ (a_1; a_2) É (b_1; b_2) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ a_1−b_1 ∈ ZÉ a_2−b_2 ∈ Z. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ËÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ĂÒÅÛÅÔËÕĄ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. îÅ- ÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÏÔËÒÙÔÙÊ ÅÄÉÎÉÞÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ {(a_1; a_2) ∈ M | 0 ⩽ a_1 ¡ 1; 0 ⩽ a_2 ¡ 1} ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ËÁÖÄÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÏ Ó ÔÁËÉÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ. üÔÁ ÍÏÄÅÌØ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ, ÞÔÏ ÂÌÉÚËÉÍ ÒÅÛÅÔËÁÍ ÍÏÇÕÔ ÏÔŒÅÞÁÔØ ÄÁÌÅËÉÅ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÔÏÞËÉ ËŒÁÄÒÁÔÁ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ” ¿ 0 ÍÁÌÏ, ÔÏ ÒÅÛÅÔËÉ (0; 0) É (−”; −”) ÂÌÉÚËÉ, Á ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ ËŒÁÄÒÁÔÁ (0; 0) É (1−”; 1−”) { ÄÁÌÅËÉ). üÔÏÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁ ÍÏÖÎÏ ÉÚÂÅÖÁÔØ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅŒ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ {(a_1; a_2) ∈ M | 0 ⩽ a_1 ⩽ 1; 0 ⩽ a_2 ⩽ 1}, Á ÚÁÔÅÍ ĂÓËÌÅÉŒĄ (Ô. Å. ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉŒ) ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ. óËÌÅÉŒ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÕÂËÕ, Á ÓËÌÅÉŒ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ŒÅÒÈÎÀÀ É ÎÉÖÎÀÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÅŒÒÁÔÉÌÉÓØ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÐÏÓÌÅ ÓËÌÅÉŒÁÎÉÑ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ’ : M −→ N | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. œŒÅÄÅÍ ÎÁ M ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ∼_’ , ÐÏÌÁÇÁÑ x ∼_’ y ⇔ ’(x) = ’(y). ðÕÓÔØ Q = M=∼_’ , Á ß : M −→ Q | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ : Q −→ N , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ’ = ∘ß , ÉÌÉ, ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ: M^’−→ N ß↘ ↗ Q ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ, Á ÅÓÌÉ ’ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ, ÔÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ñ ÏÓÔÁŒÌÑÀ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

çÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ’ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M Œ ÓÅÂÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ’ ∘ , ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : M −→ M ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 1_M ∘ ’ = ’ É ’ ∘ 1_M = ’. üÔÏ ÏÐÒÁŒÄÙŒÁÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 1_M .

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M Œ ÓÅÂÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÑÍÉ. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ, ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ’∘ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S(M ) ÂÉÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ M Œ ÓÅÂÑ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÚÑÔÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ. äÒÕÇÏÅ ŒÁÖÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S(M ) ÔÁËÏŒÏ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÉÅËÃÉÉ ’ ∈ S(M ) ÎÁÊÄÅÔÓÑ, É ÐÒÉÔÏÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ, ÂÉÅËÃÉÑ ∈ S(M ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

’ ∘ = 1_M ;

Ô. Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ’, É

∘ ’ = 1_M ;

Ô. Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ’. üÔÁ ÂÉÅËÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ’ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ’^{−1} .

üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S(M ) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M . åÓÌÉ ’ ∈ S(M ), Á n | ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z, ÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÌÁÇÁÀÔ

’^n = ’ ∘ · · · ∘ ’ n ÒÁÚ

; ÅÓÌÉ n ¿ 0;

1_M ; ÅÓÌÉ n = 0; ’^{−1} ∘ · · · ∘ ’^{−1}

−n ÒÁÚ

; ÅÓÌÉ n ¡ 0:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ m; n ∈ ZŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

’^{m+n} = ’^m ∘ ’^n É (’^n)^m = ’^{mn}:

ðÕÓÔØ M = {1; : : : ; n}. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S(M ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ S_n . üÌÅÍÅÎÔÙ S_n ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ (ÉÎÏÇÄÁ ÉÈ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ).

ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÏÂÙÞÎÏ ÚÁÄÁÀÔ ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ ŒÉÄÁ: ( 1 2 : : : n œ(1) œ(2) : : : œ(n) ) ; ÇÄÅ ÐÏÄ ËÁÖÄÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; : : :; n} ÓÔÏÉÔ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ œ .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. îÅÐÕÓÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G ⊆ S(M ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒeÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M , ÅÓÌÉ G ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ É ŒÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ’ ∘ ∈ G É ’^{−1} ∈ G ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ’; ∈ G.

éÚ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ G | ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M , ÔÏ 1_M ∈ G. íÎÏÖÅÓÔŒÏ S(M ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ; ÏÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M . äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ’ ∈ S(M ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ⟨’⟩ = { ∈ S(M ) | = ’^n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ∈ Z}. ôÏ, ÞÔÏ ⟨’⟩ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐ- ÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 1. ôÁËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ’.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ 7. ðÕÓÔØ M | ÐÌÏÓËÏÓÔØ, X ⊆ M | ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÇÕÒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ ÆÉÇÕÒÕ X Œ ÓÅÂÑ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ | ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M . ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÆÉÇÕÒÙ X .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ?

ðÒÉÍÅÒ 8. ðÕÓÔØ M | ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, X ⊆ M | ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ G ŒÒÁÝÅÎÉÊ (ŒÏËÒÕÇ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÉ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ X Œ ÓÅÂÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ŒÎÏŒØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÒÁÝÅÎÉÅÍ (ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ!), ÔÏ G | ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M . ïÎÁ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ X . þÁÓÔÏ ŒÍÅÓÔÏ ĂÇÒÕÐÐÁ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ËÕÂÁ (ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÉËÏÓÁÜÄÒÁ)Ą ÇÏŒÏÒÑÔ ÐÒÏÓÔÏ ĂÇÒÕÐÐÁ ËÕÂÁ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÉÌÉ ÉËÏÓÁÜÄÒÁ)Ą.

œÌÏÖÅÎÎÙÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏ- ÇÒÁÎÎÉËÏÍ Ó ÄŒÕÍÑ ÇÒÁÎÑÍÉ | ÄÉÜÄÒÏÍ. çÒÕÐÐÁ ÅÇÏ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÄÉÜÄÒÁ.

óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ

ïÐÅÒÁÃÉÀ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ | ÔÏÞËÏÊ (ÉÌÉ ÐÕÓÔÙÍ ÍÅÓÔÏÍ); ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ. ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÅÒÅ- ÓÔÁÎÏŒËÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÂÕËŒÏÊ e.

ðÕÓÔØ i_1; : : :; i_k | ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (i_1; : : : ; i_k) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ œ ∈ S_n , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÕÀ i_1 Œ i_2 , i_2 Œ i_3 ,. . . , i_{k−1} Œ i_k , i_k Œ i_1 , Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. ôÁËÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÏÍ. þÉÓÌÏ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊ ÃÉËÌÁ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 1 ÒÁŒÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É ÒÁŒÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 1 ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍÉ.

ïÒÂÉÔÁÍÉ ÃÉËÌÁ œ = (i_1; : : : ; i_k) (ÔÏ ÅÓÔØ ⟨œ⟩-ÏÒÂÉÔÁÍÉ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {i_1; : : :; i_k} É ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {i}, ÇÄÅ i ∈ M \ {i_1; : : : ; i_k}.

ðÕÓÔØ œ = (i_1; : : : ; i_k) É ø = (j_1; : : : ; j_l) | ÃÉËÌÙ, ÐÒÉÞÅÍ {i_1; : : : ; i_k} ∩ {j_1; : : :; j_l} = ∅. ôÏÇÄÁ œø = ø œ (ðÏÞÅÍÕ?). ôÁËÉÅ ÃÉËÌÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ’. ðÕÓÔØ I^1; : : : ; I^m | ŒÓÅ ÅÅ ÏÒÂÉÔÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. œÙÂÅÒÅÍ Œ ËÁÖÄÏÊ ÏÒÂÉÔÅ I^ff ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÕ i^ff_1 . ðÕÓÔØ k_ff | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ’^{kff} (i^ff_1 ) = i^ff_1 (ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÔ, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ k_ff = ∞).

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ’^r(i^ff_1 ) ≠ ’^s(i^ff_1 ) ÐÒÉ 1 ⩽ r ¡ s ¡ k_ff . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ’^r (i^ff_1 ) = ’^s(i^ff_1 ), ÔÏ ’^{s−r}(i^ff_1 ) = i^ff_1 . óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ k_ff ÔÁËÏÇÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ 0 ¡ s − r ¡ k_ff .

ïÔÓÀÄÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ k_ff ¡ ∞, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÉÄÁ ’^r (i^ff_1 ) ÌÅÖÁÔ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ I^ff .

ðÏÌÏÖÉÍ i^ff_r = ’^{r−1}(i^ff_1 ) ÄÌÑ r = 2; : : :; k_ff . ëÁË ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ŒÓÅ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ (É ÎÅ ÒÁŒÎÙ i^ff_1 ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, I^ff = {i^ff_1 ; : : : ; i^ff_{kff} }. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ⟨’⟩-ÏÒÂÉÔÙ ÞÉÓÌÁ i^ff_1 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ’^t(i^ff_1 ) ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÃÅÌÏÍ t. ðÏÄÅÌÉÍ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ t ÎÁ k_ff : t = qk_ff + r , 0 ⩽ r ¡ k_ff . ôÏÇÄÁ

’^t(i^ff_1 ) = ’^r · ’^{qkff} (i^ff_1 ) = ’^r · (’^{kff} )^q (i^ff_1 ) = ’^r (i^ff_1 ) = i^ff_{r+1}:

éÚ ŒÓÅÇÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ’ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ I^ff ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÃÉËÌ œ_ff = (i^ff_1 ; : : :; i^ff_{kff} ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’ = œ_1 · · · · · œ_m . ðÏÒÑÄÏË ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÎÅ ŒÁÖÅÎ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÎÅÇÏ ÃÉËÌÙ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÁ

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ëÁÖÄÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÃÉËÌÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÃÉËÌÏŒ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ãÉËÌ ÄÌÉÎÙ 2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÅÊ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ: s_1 = (1; 2), s_2 = (2; 3), . . . , s_{n−1} = (n − 1; n). ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒÏË ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÓÔÁÍÉ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÄŒÁ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÏÓÔÁŒÌÑÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÁ ÍÅÓÔÁÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. äÌÉÎÏÊ l(œ) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ œ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÅÅ ÉÎŒÅÒÓÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ (i; j), ÞÔÏ i ¡ j , ÎÏ œ(i) ¿ œ(j).

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ëÁÖÄÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ œ ∈ S_n ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ:

œ = s_{i1} s_{i2} : : : s_{il} ;

ÇÄÅ l = l(œ), Á (i_1; : : :; i_l) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; : : :; n − 1} (ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÐÏŒÔÏÒÑÔØÓÑ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ l(œ).

åÓÌÉ l(œ) = 0, ÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, œ = e É ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ.

ðÕÓÔØ l(œ) = l ¿ 0 É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÄÌÉÎÙ ÍÅÎØÛÅÊ l ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÅÒÎÏ. äÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑ œ . ðÏÓËÏÌØËÕ l(œ) ¿ 0, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ i; j ∈ M ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ i ¡ j É œ(i) ¿ œ(j). œÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÕÀ ÐÁÒÕ (i; j) Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ j − i. åÓÌÉ j − i ¿ 1, ÔÏ ÌÉÂÏ œ(i + 1) ¿ œ(i) ¿ œ(j), ÎÏ i + 1 ¡ j , ÌÉÂÏ œ(i) ¿ œ(i + 1) ÎÏ i ¡ i + 1. œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔØÀ j − i. ðÏÜÔÏÍÕ j − i = 1, ÔÏ ÅÓÔØ œ(i) ¿ œ(i + 1).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ œ^′ = œs_i . îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ l(œ^′) = l − 1 (ðÏÞÅÍÕ?). ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ œ^′ = s_{i1} s_{i2} : : : s_{il−1} :

ðÏÓËÏÌØËÕ s^2_i = e, ÔÏ œ^′s_i = œs^2_i = œ . ïÔÓÀÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

œ = s_{i1} s_{i2} : : : s_{il} ;

ÇÄÅ i_l = i.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ: òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 3, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒËÕ œ = (1; 3) ∈ S_3 . ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ l(œ) = 3 É ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÄŒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ: œ = s_1s_2s_1 É œ = s_2s_1s_2 .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. úÎÁËÏÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ œ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ

”(œ) = (−1)^{l(œ)}:

ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ œ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ”(œ) = 1, É ÎÅÞÅÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ”(œ) = −1.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. úÎÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÉÈ ÚÎÁËÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ œ ∈ S_n É ÌÀÂÏÇÏ i ∈ {1; : : :; n − 1}

l(œs_i) = { l(œ) + 1; ÅÓÌÉ œ(i) ¡ œ(i + 1); l(œ) − 1; ÅÓÌÉ œ(i) ¿ œ(i + 1):

(üÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÌÉÎÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ËÁË ÞÉÓÌÁ ÉÎŒÅÒÓÉÊ.) ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅÇÄÁ ”(œs_i) = −”(œ). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ œ = s_{i1} · · · · · s_{im} , ÇÄÅ m ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó l(œ), ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ”(œ) = (−1)^m .

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÄŒÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ œ É œ^′ , ÄÌÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ l(œ) = l É l(œ^′) = l^′ . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ œ = s_{i1} · · · · · s_{il} É œ^′ = s_i′_1 · · · · · s_i′_{l′} . ôÏÇÄÁ œœ^′ = s_{i1} · · · · · s_{il} · s_i′_1 · · · · · s_i′_{l′} , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ”(œœ^′) = (−1)^{l+l′} = ”(œ)”(œ^′ ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A_n ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_n , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÞÅÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ A_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M . ïÎÁ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ.

çÒÕÐÐÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. ðÕÓÔØ G | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ÂÉÎÁÒÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∗ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÁŒÉÌÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÐÁÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ g_1; g_2 ∈ G ÜÌÅÍÅÎÔ g_1 ∗ g_2 ∈ G), ÔÁË, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ:

1) áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ: (g_1 ∗ g_2) ∗ g_3 = g_1 ∗ (g_2 ∗ g_3) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g_1; g_2; g_3 ∈ G;

2) óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ e ∈ G, ÞÔÏ e ∗ g = g ∗ e = g ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G;

3) óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ h ∈ G, ÞÔÏ h∗g = g ∗h = e.

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ∗).

çÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÉÌÉ ÁÂÅÌÅŒÏÊ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÁËÓÉÏÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒ- ÎÏÓÔÉ: g_1 ∗ g_2 = g_2 ∗ g_1 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g_1; g_2 ∈ G.

éÚ ÁËÓÉÏÍ ÇÒÕÐÐÙ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ É ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ 9. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ.

ðÒÉÍÅÒ 10. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ.

ðÒÉÍÅÒ 11. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A^∗ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ: ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÄÌÑ ÇÒÕÐÐ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÌÉÂÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÚÁÐÉÓÉ, ÌÉÂÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÚÁÐÉÓÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, Œ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÍÅÓÔÏ ∗ ÌÉÂÏ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ŒÏÏÂÝÅ ÎÉËÁËÏÇÏ ÚÎÁËÁ, ÌÉÂÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÚÎÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. óÁÍÕ ÇÒÕÐÐÏŒÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, Á ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÐÅÒÁÃÉÉ g_1g_2 | ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ g_1 É g_2 . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ e ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ïÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ë g ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ g^{−1} .

œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÍÅÓÔÏ ∗ ÐÉÛÕÔ +, ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÕÌÅÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ 0, É ŒÏÏÂÝÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÐÒÉŒÙÞÎÕÀ ÄÌÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ. áÄÄÉÔÉŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÚÁÐÉÓÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÐÏÞÔÉ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ.

ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ëÁË ÚÁÄÁÔØ ÎÁ G ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕÐÐÙ? ðÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÔÁÂÌÉÃÕ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ:

· e a b e e a b a a b e b b e a

îÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÓÔÒÏËÉ, ÏÚÁÇÌÁŒÌÅÎÎÏÊ x ∈ G, É ÓÔÏÌÂÃÁ, ÏÚÁÇÌÁŒÌÅÎÎÏÇÏ y ∈ G, ÓÔÁŒÉÔÓÑ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ xy . œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ G = {e; a; b}. ôÁËÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁÂÌÉÃÅÊ ëÜÌÉ.

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÔÁÂÌÉÃÁ ÚÁÄÁÅÔ ÇÒÕÐÐÕ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÇÒÕÐÐÅ ¯_3 ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÔÒÅÔÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ (ÜÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: G ∼= ¯_3 ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÕ ëÜÌÉ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ S_3 .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ H ⊆ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÐÕÓÔÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ŒÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ h_1; h_2 ∈ H ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ h_1h_2 É ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë ÎÉÍ h^{−1}_1 ; h^{−1}_2 ÌÅÖÁÔ Œ H .

ðÒÉÍÅÒ 12. ìÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S(M ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10. ðÕÓÔØ H | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ G. ìÅŒÙÍ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÉÄÁ gH = {gh | h ∈ H}, ÇÄÅ g ∈ G. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÒÁŒÙÍ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÉÄÁ Hg = {hg | h ∈ H}, ÇÄÅ g ∈ G.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ H | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ G. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ G ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∼, ÐÏÌÁÇÁÑ g_1 ∼ g_2 , ÅÓÌÉ g^{−1}_1 g_2 ∈ H . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÌÅŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ G ÐÏ H . ëÁËÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÐÒÁŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ?

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G=H ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ G ÐÏ H . üÔÏ ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ŒŒÅÄÅÎÎÏÍÕ Œ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 5. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÞÅÒÅÚ H\G ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÁŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ G ÐÏ H .

ôÅÏÒÅÍÁ 5 (ìÁÇÒÁÎÖÁ). ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ É H | ÅÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ. ôÏÇÄÁ |G| = |H| · |G=H| = |H| · |H\G|: äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÍÅÖÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÓËÏÌØËÏ É Œ H , É ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 5.

þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÇÒÕÐÐÙ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÍÙ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ŒÓÅÇÄÁ ÄÅÌÉÔ ÐÏÒÑÄÏË ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11. ðÕÓÔØ H | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ G. þÉÓÌÏ (G:H) ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ G ÐÏ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ H Œ G.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ (G:H) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÏÎÅÞÅÎ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ G ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. îÁÊÔÉ ÉÎÄÅËÓ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Q^∗_+ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ ÇÒÕÐÐÅ Q^∗.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÒÁŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ É ÒÁŒÎÏ ÉÎÄÅËÓÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, g_1; : : : ; g_k | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ðÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ- ÍÉ g_1; : : : ; g_k ÎÁÚÏŒÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ (ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ) ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ H ÇÒÕÐÐÙ G, ÉÈ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ. ôÁËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ⟨g_1; : : :; g_k⟩. (óÌÏŒÁ ĂÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀĄ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H^′ ⊂ H , H^′ ≠ H ÕÖÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ g_1; : : : ; g_k .)

ðÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ. ðÏÒÑÄËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄÏË ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ g ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ.

åÓÌÉ G = ⟨g_1; : : : ; g_k⟩, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ g_1; : : : ; g_k ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ g_1; : : : ; g_k ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÉÍÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖ- ÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÉÄÁ g^{n1}_{i1} g^{n2}_{i2} : : : g^{nr}_{ir} , ÇÄÅ n_1; : : : ; n_r ∈ ZÉ i_1; : : : ; i_r ∈ {1; : : :; k}. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ⟨g_1; : : :; g_k⟩ = {g^{n1}_{i1} : : : g^{nr}_{ir} | i_1; : : : ; i_r ∈ {1; : : : ; k}; n_1; : : : ; n_r ∈ Z}

ðÒÉÍÅÒ 13. üÌÅÍÅÎÔÙ s_1; : : : ; s_{n−1} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_n (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 3).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G ÒÁŒÅÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ k , ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ g^k = e.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. äÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ üÊÌÅÒÁ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ m É n ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ m^{’(n)} ≡ 1 (mod n), ÇÄÅ ’(n) | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ n É ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó ÎÉÍ (ÆÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ).

äÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, Á M | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ g ∈ G É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m ∈ M ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔ g(m) ∈ M , ÐÒÉÞÅÍ e(m) = m ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m (e | ÅÄÉÎÉÃÁ ÇÒÕÐÐÙ G) É g_1g_2(m) = g_1(g_2(m)) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g_1; g_2 ∈ G É m ∈ M .

ðÕÓÔØ G | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M . óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ m ∈ M ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G_m = {g ∈ G | g(m) = m} ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ m ÎÁ ÍÅÓÔÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m ∈ M ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ G_m ŒÎÏŒØ ÌÅÖÉÔ Œ G_m , É ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ G_m ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ G_m . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, G_m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G. ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐ- ÐÏÊ ÉÌÉ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m.

åÓÌÉ g ∈ G_m , ÔÏ m ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g . íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ F ix g .

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m ∈ M ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G(m) = {g(m) | g ∈ G} ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M , Œ ËÏÔÏÒÙÅ m ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ G. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ G-ÏÒÂÉÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. G-ÏÒÂÉÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÏÒÂÉÔÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕÐÐÙ G, ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÏÒÂÉÔÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G. çÏŒÏÒÑÔ ÄÁÖÅ ĂÏÒÂÉÔÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ GĄ, ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ ⟨g⟩-ÏÒÂÉÔÙ. ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÐÕÔÁÎÉÃÁ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ.

ðÒÉÍÅÒ 14. ðÕÓÔØ M | ÐÌÏÓËÏÓÔØ, G | ÇÒÕÐÐÁ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ G_m ÔÏÞËÉ m ∈ M ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ m, Á ÔÁËÖÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ m.

ðÏÓËÏÌØËÕ G_m ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÅÅ ÏÒÂÉÔÙ. G_m -ÏÒÂÉÔÏÊ ÔÏÞËÉ n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ m, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ n.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ G-ÏÒÂÉÔÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g(m) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó G-ÏÒÂÉÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ m ∈ M , g ∈ G.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ G_{g(m)} = {ghg^{−1} | h ∈ G_m} ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ m ∈ M , g ∈ G.

ôÅÏÒÅÍÁ 6. ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M . ôÏÇÄÁ |G| = |G(m)|·|G_m| ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ∈ M .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : G −→ M , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ’(g) = g(m), ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ G ÎÁ G(m). óÌÏÑ- ÍÉ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÌÅŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ G_m . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ G=G_m É G(m). ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ìÁÇÒÁÎ- ÖÁ. äÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓ-Å ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ G-ÏÒÂÉÔÏÊ.

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏÌÕÞÁÅÍ

|G| = |M | · |G_m|; (1)

ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m ∈ M .

éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 10 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÇÒÕÐÐÁ G, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M , ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ M ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ËÌÁÓÓÁÍÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÑŒÌÑÀÔÓÑ G-ÏÒÂÉÔÙ (Á ÉÍÅÎÎÏ, m ∼ n, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ g ∈ G, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ n = g(m)). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÏÒÂÉÔ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ G\M .

ôÅÏÒÅÍÁ 7 (æÏÒÍÕÌÁ âÅÒÎÓÁÊÄÁ). ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M . ôÏÇÄÁ |G\M | = 1 |G| ∑ g∈G |F ix g| :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ~M = {(g; m) ∈ G × M | g(m) = m}. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, | | | ~M | | = ∑ g∈G |F ix g| : (2)

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, | | | ~M | | | = ∑ m∈M |G_m| = ∑ X∈G\M ( ∑ m∈X |G_m| ) ; (3)

ÐÏÓËÏÌØËÕ G-ÏÒÂÉÔÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M . éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 11 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ m; n ∈ M , ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÏÄÎÏÊ G-ÏÒÂÉÔÅ, |G_m| = |G_n|. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ G-ÏÒÂÉÔÙ X = G(n) ∑ m∈X |G_m| = |X| · |G_n| ;

ÞÔÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6, ÒÁŒÎÏ |G|. ðÏÜÔÏÍÕ (3) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: | | | ~M | | | = ∑ X∈G\M |G| = |G| · |G\M | : (4)

óÒÁŒÎÉŒÁÑ (2) É (4), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ðÒÉÍÅÒ 15. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÓËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÖÅÒÅÌÉÊ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÂÕÓÉÎ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÂÏ ËÒÁÓÎÁÑ, ÌÉÂÏ ÚÅÌÅÎÁÑ, ÌÉÂÏ ÓÉÎÑÑ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÏÖÅÒÅÌØÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÂÕÓÉÎ ÉÌÉ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ ÉÈ ÐÏÒÑÄËÁ, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ. äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ D_6 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË ŒÅÒÛÉÎ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ 6-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÒÅÍÑ ÃŒÅÔÁÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14. ðÕÓÔØ G, G^′ | ÇÒÕÐÐÙ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : G −→ G^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ’(g_1g_2) = ’(g_1)’(g_2) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g_1; g_2 ∈ G. âÉÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ’ : G −→ H ÏÂÒÁÚÏÍ ÅÄÉÎÉÃÙ ÇÒÕÐÐÙ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÁ ÇÒÕÐÐÙ H .

ðÕÓÔØ ’ : G −→ H | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ’(gg^′) = ’(g)’(g^′) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g; g^′ ∈ G. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÀ 12, ÅÄÉÎÉÃÁ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ ÇÒÕÐÐÙ H . ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ’(g^{−1}) = ’(g)^{−1} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÂÒÁÚ ’(G) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ H . éÚ ÔÅÈ ÖÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ker ’ = {g ∈ G | ’(g) = e}, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ G.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : G −→ H ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ker ’ = {e}. ðÒÉÍÅÒ 16. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ m → g(m) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M Œ ÓÅÂÑ. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÅ: m → g^{−1}(m), ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ S(M ). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G −→ S(M ) ÓŒÑÚÁÎ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G ÎÁ ÓÅÂÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ: g(h) = gh. üÔÏÍÕ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : G −→ S(G). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G.

ðÕÓÔØ g_1; g_2 ∈ G ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ g_1g = g_2g ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G. ôÏÇÄÁ g_1 = g_1e = g_2e = g_2 . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ’ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ G ÎÁ G. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 8 (ëÜÌÉ). ëÁÖÄÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÏÔÉŒÉÒÏŒËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÁÂ- ÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, Œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 15. ðÕÓÔØ G | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ’ ∈ S(G) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÓÅÂÑ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Aut G.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Aut G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S(G), ÔÏ ÅÓÔØ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ É g ∈ G. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ –_g : G −→ G, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ –_g (h) = ghg^{−1} , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G Œ Aut G, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ g Œ –_g . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ. ñÄÒÏ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G; ÅÇÏ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ G, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ G, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ g ∈ G, ÞÔÏ gh = hg ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ h ∈ G. áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÏÂÒÁÚ f , ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ. ïÂÝÅÐÒÉÎÑÔÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: Z(G) = Ker f , Int G = f(G).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÓÅÂÅ; ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ g . ïÒÂÉÔÙ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16. ðÕÓÔØ œ ∈ S_n | ÃÉËÌ ÄÌÉÎÙ k , Á ø ∈ S_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ø œø^{−1} | ÃÉËÌ ÄÌÉÎÙ k . ëÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÈÏÄÑÔ Œ ÜÔÏÔ ÃÉËÌ, ÅÓÌÉ œ = (1; 2; : : :; k)?

úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÔÉ Z(G), Int G, Aut G É ËÌÁÓÓÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÄÌÑ G = ¯_n , D_n , S_n , A_n , ÇÄÅ ¯_n | ÇÒÕÐÐÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓÔÅÐÅÎÉ n, D_n | ÇÒÕÐÐÁ ÄÉÜÄÒÁ, S_n | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ, É A_n | ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÙ. ðÏÓÔÁÒÁÊÔÅÓØ ÒÅÛÉÔØ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÍÁÌÙÈ n.

îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ É ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÙ

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ K ⊆ H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÁËÏŒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ K ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ H Œ H ). œÙÑÓÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁËÉÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ N ⊆ G ÍÏÇÕÔ ÑŒÌÑÔØÓÑ ÑÄÒÁÍÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

ñÄÒÏ Ker ’ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ : G −→ H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ ÎÁÄ ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÇÒÕÐÐÙ H . œÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G É ÐÏÌÏÖÉÍ h = ’(g). üÌÅÍÅÎÔ g^′ ∈ G ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÌÏÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ ÎÁÄ h ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ’ ( g^{−1}g^′ ) = e, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÇÄÁ g^′ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÏÍÕ ÖÅ ÌÅŒÏÍÕ ÓÍÅÖÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ N = Ker ’, ÞÔÏ É g . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ g^′ ∈ ’^{−1}(h) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ g^′ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÏÍÕ ÖÅ ÐÒÁŒÏÍÕ ÓÍÅÖÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ G ÐÏ N , ÞÔÏ É g . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÅŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ N ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÐÒÁŒÙÍÉ, ÑŒÌÑÑÓØ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÌÏÑÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 16. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ N ⊆ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ (ÉÌÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ, ÉÌÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ), ÅÓÌÉ ÌÅŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ N ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÐÒÁŒÙÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ gH = Hg ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ, gHg^{−1} = H . ôÏ, ÞÔÏ N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G, ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÁË: N ◁ G.

ïÔÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ŒÁÖÎÏÅ, ÈÏÔÑ É ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ, ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ;

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ N ⊆ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÅÍ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÙ G.

ðÕÓÔØ N | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ G. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G=N (ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÅ Ó N \G) ÍÏÖÎÏ ÎÁÄÅÌÉÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, (gN )(g^′N ) = g(N g^′)N = g(g^′N )N = gg^′N , ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ ÄŒÕÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÎÏŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ, N = eN ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, Á g^{−1}N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë gN . ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 9. åÓÌÉ N | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ G, ÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ (gN ) · (g^′N ) = gg^′N ÎÁÄÅÌÑÅÔ ÆÁËÔÏÒÍ- ÎÏÖÅÓÔŒÏ G=N ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÏÊ G ÐÏ N . ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ß : G −→ G=N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ, É N = Ker ß .

ðÕÓÔØ ’ : G −→ H | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ. ðÏÌÏÖÉÍ N = Ker ’. íÙ ÕÖÅ ÐÒÏŒÅÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÌÅŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ N ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÁŒÙÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ N ◁ G, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ G ÐÏ N ÑŒÌÑÀÔÓÑ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÌÏÑÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ : G=N −→ H , ÄÅÌÁÀÝÅÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

G^’−→ H ß↘ ↗ G=N ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÆÁËÔÏ- ÒÉÚÁÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 10 (ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÇÒÕÐÐ). ðÕÓÔØ ’ : G −→ H | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ Ó ÑÄÒÏÍ N . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ : G=N −→ H ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ’ = ∘ß , ÇÄÅ ß : G −→ G=N | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ G=N ÎÁ ’(G).

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ G=N ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ H .

ðÒÉÍÅÒ 17. çÒÕÐÐÁ Z| ÁÂÅÌÅŒÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ ÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ. æÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ Z=nZÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : Z−→ C^∗ , ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ’(k) = e^{2ßik=n} (n ∈ N | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ). ôÏÇÄÁ Ker ’ = nZ, ’(Z) = ¯_n É, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 10, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ Z=nZ∼= ¯_n .

ðÒÉÍÅÒ 18. ðÕÓÔØ n ¿ 1. æÕÎËÃÉÑ ĂÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉĄ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_n Œ ÇÒÕÐÐÕ ¯_2 = {±1}. úÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ | ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, Á ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÓÑ ÇÒÕÐÐÁ ¯_2 . íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ S_n=A_n ∼= ¯_2 .

úÁÄÁÎÉÅ ÇÒÕÐÐ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ

íÙ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÇÒÕÐÐÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_n ÐÏÒÏÖÄÁ- ÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ s_1 = (1; 2), . . . , s_{n−1} = (n − 1; n). íÅÖÄÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÇÒÕÐÐÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. ôÁË, Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ s^2_i = e (i = 1; : : : ; n−1), s_is_{i+1}s_i = s_{i+1}s_is_{i+1} (i = 1; : : :; n−2), s_is_j = s_j s_i (i; j = 1; : : : ; n − 1; |i − j| ¿ 1).

éÚ ÏÄÎÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÏÇÕÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÄÒÕÇÉÅ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ s^2_1 = e ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ s^{−4}_1 = e, Á ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ s^2_1 = e, s^2 = e É s_1s_2s_1 = s_2s_1s_2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (s_1s_2)^3 = e. éÓÈÏÄÑ ÉÚ

ÜÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÐÒÏÂÏŒÁÔØ ÄÁÔØ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ, ËÁË ÇÒÕÐÐÙ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÐÒÅÄÐÉÓÁÎÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÐÒÅÄÐÉÓÁÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ É ŒÓÅ ÉÈ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ (É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÓÔÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ: ËÁË ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ? óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ËÁË ÉÚÂÅÖÁÔØ ŒÏÚÎÉ ÓÏ ÓÔÒÏÇÉÍ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÊ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ÔÁË É ÓÎÉÍÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÇÒÕÐÐÕ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÎÏ ĂÂÅÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊĄ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 17. ðÕÓÔØ S | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ⊔ {s^{−1} | s ∈ S}. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ A, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ a_1 : : : a_k , ÇÄÅ k | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÐÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÐÒÏÞÉÈ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ É ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ). îÁÚÏ- ŒÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÓÌÏŒÁ w ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÉÚ w ŒÓÔÁŒËÏÊ Œ ÎÅÇÏ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÅÓÔÅ ÄŒÕÂÕËŒÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ŒÉÄÁ ss^{−1} ÉÌÉ s^{−1}s, ÇÄÅ s ∈ S , ÉÌÉ ŒÙÞÅÒËÉŒÁÎÉÅÍ ÄŒÕÈ ÂÕËŒ ss^{−1} ÉÌÉ s^{−1}s, ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÄÒÑÄ. äŒÁ ÓÌÏŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ÃÅÐÏÞËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. óŒÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ F (S) Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ S ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÓÌÏŒÁ a_1 : : : a_k É b_1 : : : b_l , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒÁ a_1 : : : a_kb_1 : : : b_l . ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÓÌÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÔÏÔ ÖÅ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ). ïÞÅŒÉÄ- ÎÏ, ÞÔÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ, É ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÕÓÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒÁ a^{−1}_k : : : a^{−1}_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ËÌÁÓÓÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒÁ a_1 : : : a_k (ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ a^{−1} = s ÄÌÑ a = s^{−1} , ÇÄÅ s ∈ S ).

ðÏÌÏÖÉÍ

s^k = s : : : s

k ÒÁÚ

ÐÒÉ k ¿ 0;

∅ ÐÒÉ k = 0; s^{−1} : : : s^{−1}

−k ÒÁÚ

ÐÒÉ k ¡ 0:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ F (S) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ s^{k1}_1 s^{k2}_2 : : : s^{km}_m , ÇÄÅ m ∈ N ∪ {0}, s_i ∈ S , s_i ≠ s_{i+1} , k_i ∈ Z\ {0} (i = 1; : : :; m). ôÁËÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÎÁÍ ÚÁÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ⊂ F (S). íÙ ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ, ÇÏŒÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÕÐÐÕ G, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ s ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ s^{k1}_1 : : : s^{km}_m = e ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ s^{k1}_1 : : : s^{km}_m ∈ R. éÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ G ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÕ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ F (S).

ðÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÆÁËÔÏÒÉÚÏŒÁÔØ ÐÏ ÎÅÊ ÎÅÌØÚÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N (R) ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÇÒÕÐÐÙ F (S), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ N (R) ÕÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, N (R) = ⋂ N_ff , ÇÄÅ ŒÓÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ N_ff ÎÏÒÍÁÌØÎÙ Œ F (S), ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ x ∈ N_ff , ÔÏ É gxg^{−1} ∈ N_ff ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ F (S). ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ x ∈ ⋂ N_ff , ÔÏ É gxg^{−1} ∈ ⋂ N_ff ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ F (S). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ⋂ N_ff = N (R) ◁ F (S).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 18. çÒÕÐÐÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ s ∈ S É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ r = e, ÇÄÅ r ∈ R ⊂ F (S), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ G = F (S)=N (R). þÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ G = ⟨s_1; : : : ; s_n | r_1 = e; : : : ; r_m = e⟩, ÇÄÅ S = {s_1; : : : ; s_n}, É R = {r_1; : : : ; r_m}.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÏÂÒÁÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ s ∈ S ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ F (S) −→ G ÔÏÊ ÖÅ ÂÕËŒÏÊ s. çÒÕÐÐÁ G ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ:

ôÅÏÒÅÍÁ 11. ðÕÓÔØ H | ÌÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ f(s), ÇÄÅ s ∈ S , É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁ s^{k1}_1 : : : s^{km}_m ∈ R Œ ÇÒÕÐÐÅ H ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(s_1)^{k1} : : : f(s_m )^{km} = e. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : G −→ H ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ’(s) = f(s).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S −→ H ÍÏÖÎÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f : F (S) −→ H . õÓÌÏŒÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ R ÌÅÖÉÔ Œ ÑÄÒÅ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ðÏÌÏÖÉÍ ~N = Ker f . ðÏÓËÏÌØËÕ ÑÄÒÏ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, ÔÏ N (R) ⊆ ~N . ðÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ ’(xN (R)) = f(x) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : G −→ H . ôÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒSS- ÅËÔÉŒÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ | ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÇÒÕÐÐÙ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ, ÞÅÒÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÎÕÖÎÁ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØ- ÎÏÓÔÉ. œÏ ŒÓÅÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÇÒÕÐÐÙ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ 19. ðÕÓÔØ S = {s} | ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ F (S) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ ÅÓÔØ F (S) ∼= Z. ðÕÓÔØ R = {s^n} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n. ôÏÇÄÁ ⟨s | s^n = e} = F (S)=N (R) ∼= Z=nZ.

ðÒÉÍÅÒ 20. ðÕÓÔØ S = {s; t}, R = {s^2; t^n; stst}. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ⟨s; t | s^2 = e; t^n = e; stst = e⟩ ∼= D_n , ÇÄÅ D_n | ÇÒÕÐÐÁ ÄÉÜÄÒÁ (ÇÒÕÐÐÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ).

äÏËÁÖÅÍ ÓÐÅÒŒÁ, ÞÔÏ Œ ÇÒÕÐÐÅ G = ⟨s; t | s^2 = e; t^n = e; stst = e⟩ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ s^2 = e = t^n Œ G, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ t^{k0} st^{k1} s : : : t^{km−1} st^{km} , ÇÄÅ m ⩾ 0, 0 ⩽ k_i ¡ n (i = 0; 1; : : :; m) É k_i ¿ 0 ÐÒÉ 0 ¡ i ¡ n. äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ stst = e, ÔÏ st = t^{−1}s^{−1} = t^{n−1}s. ïÔÓÀÄÁ st^k = t^{n−k}s. ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ t^ks^l , ÇÄÅ k ∈ {0; 1; : : :; n − 1} É l ∈ {0; 1}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ |G| ⩽ 2n.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÅÝÅ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ |G| = 2n (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÊ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÉËÁËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ŒÉÄÁ t^{k1} s^{l1} = t^{k2} s^{l2} , ÇÄÅ k_1; k_2 ∈ {0; 1; : : :; n − 1}, l_1; l_2 ∈ {0; 1} É k_1 ≠ k_2 ÉÌÉ l_1 ≠ l_2 ). œÏÔ ÚÄÅÓØ ÎÁÍ É ÎÕÖÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ø ÐÏŒÏÒÏÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÕÇÏÌ 2ß=n, Á ÞÅÒÅÚ œ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÏÓÅŒÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÕÀ n-ÕÇÏÌØÎÉË Œ ÓÅÂÑ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÇÒÕÐÐÕ D_n , ÐÒÉÞÅÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ œ^2 = ø^n = œø œø . ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : G −→ D_n , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ s Œ œ , Á t Œ ø . ðÏÓËÏÌØËÕ |G| ⩽ 2n = |D_n|, ÔÏ ’ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÅÓÔØ G ∼= D_n .

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ D_3 ∼= S_3 . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ŒÅÒÛÉÎÙ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÞÉÓÌÁÍÉ 1; 2; 3. ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ D_3 ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÄÁÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ÉÚ S_3 . íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ D_3 −→ S_3 . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ (ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ŒÓÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÍÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, |D_3| = 6 = |S_3|. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÉ ÇÒÕÐÐÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, S_3 ∼= ⟨s; t | s^2 = e; t^3 = e; stst = e⟩.

ðÏÄŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÔÏÇÉ. íÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÙ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÁË ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÊ (ÇÒÕÐÐÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÇÒÕÐÐÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ ëÜÌÉ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÏÄÇÒÕÐ- ÐÙ É ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÙ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÇÒÕÐÐÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ. ñ ÈÏÞÕ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÒÅÃÅÐÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÏŒÙÈ ÇÒÕÐÐ.

ðÕÓÔØ H_1; : : : ; H_n | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÇÒÕÐÐÙ. éÈ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÔÒÏÞËÉ ŒÉÄÁ (h_1; : : :; h_n), ÇÄÅ h_i ∈ H_i , Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ĂÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏĄ: (g_1; : : : ; g_n)(h_1; : : : ; h_n) = (g_1h_1; : : : ; g_nh_n). üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ H_1 ×· · ·×H_n . œ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÇÒÕÐÐÙ H_i ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÙÍÉ É ÄÌÑ ÎÉÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÚÁÐÉÓÉ, ÉÈ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ H_1 ⊕ · · · ⊕ H_n .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Z=2Z⊕ Z=3Z∼= Z=6Z, ÎÏ Z=2Z⊕ Z=4Z≇ Z=8Z.