îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ

áÌÇÅÂÒÁ

ðÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ŒÅÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ 2004/05 Ç. ìÅËÃÉÉ 3{4

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÏÎÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ

ðÕÓÔØ k| ÐÏÌÅ. ñ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ k, ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÂÁÚÉÓÁ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ôÁËÖÅ Ñ ÂÕÄÕ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ.

ïÓÎÏŒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ | ÚÁÄÁÞÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ). ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÔÁËÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ìÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ kÉÚÏÍÏÒÆÎÏ k^n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k^n É k^m ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÐÒÉ n ≠ m.

éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÁÒÙ (U; V ), ÇÄÅ U ⊆ V . îÁÚÏŒÅÍ ÄŒÅ ÐÁÒÙ (U_1; V_1) ≃ (U_2; V_2) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : V_1 −→ V_2 , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ’(U_1) = U_2 .

ðÕÓÔØ (u_1; : : : ; u_k) | ÂÁÚÉÓ U . äÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ŒÅËÔÏÒÁÍÉ v_1; : : : ; v_l . ðÕÓÔØ n = dim V = k + l É (e_1; : : : ; e_n) | ÂÁÚÉÓ k^n. ôÏÇÄÁ k^k | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÐÅÒŒÙÈ k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ (k^k; k^n) ≃ (U; V ):

’(e_i) = { u_i; i ⩽ k v_{i−k}; i ¿ k:

ðÏÌÕÞÉÌÁÓØ

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ìÀÂÁÑ ÐÁÒÁ (U; V ), ÇÄÅ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k, Á U ⊆ V | ÅÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÁÒÅ ŒÉÄÁ (k^k; k^n) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ n É k ⩽ n.

ðÕÓÔØ U É W | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÔÒÏÅË (U; W; V ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉÓØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÁÒ (U; V ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ∩ W = ⟨v_1; : : : ; v_k⟩, ÇÄÅ v_1; : : : ; v_k | ÅÇÏ ÂÁÚÉÓ. äÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ÂÁÚÉÓÏŒ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U É W ŒÅËÔÏÒÁÍÉ v_{k+1}; : : :; v_l É v_{l+1}; : : : ; v_m ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ,

Ô.Å.^m ∑ i=1 ff^iv_i = 0, ÇÄÅ ff^i ÎÅ ŒÓÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, k∑ i=1 ff^iv_i + l∑ i=k+1

ff^iv_i = − m∑ i=l+1

ff^iv_i:

œÅËÔÏÒ, ÓÔÏÑÝÉÊ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÌÅÖÉÔ Œ U , Á ŒÅËÔÏÒ, ÓÔÏÑÝÉÊ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, | Œ W , Á, ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎ

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,^m ∑ i=l+1

ff^iv_i =^k ∑ j=1 fi^j v_j , Á ÚÎÁÞÉÔ, ff^i = 0 ∀i ∈ {l+1; : : : ; m}. ðÏÜÔÏÍÕ k∑ i=1 ff^iv_i +^l ∑ i=k+1

ff^iv_i = 0, É ff^i = 0 ∀i ∈ {1; : : : ; l} (ÔÁË ËÁË v_1; : : : ; v_l | ÂÁÚÉÓ U ). éÔÁË, V = ⟨v_1; : : : ; v_m⟩, ÔÏ ÅÓÔØ

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÊ Ó ÜÔÏÊ ÐÁÒÏÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÏÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ (ÎÅÓËÏÌØËÏ Œ ÉÎÏÍ ÓÔÉÌÅ, ÞÅÍ ÄŒÅ ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÉÅ).

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V É ÄŒÁ ÅÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U É W ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÍÉ: k = dim V , l = dim U , m = dim W É n = dim(U ∩ W ), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ n ⩽ m ⩽ k É n ⩽ l ⩽ k .

åÝÅ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÏÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ | ÚÁËÏÎ ÉÎÅÒÃÉÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. âÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ kÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ b : V × V −→ k, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ b ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ b(v_1; v_2) = b(v_2; v_1) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v_1; v_2 ∈ V . ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÊ Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ b, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ q : V −→ k, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ q(v) = b(v; v). ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ q(v) ¿ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ≠ 0.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏÌÑ kÎÅ ÒÁŒÎÁ 2, ÔÏ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ (ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ b(v_1; v_2) ÎÁ (b(v_1; v_2) + b(v_2; v_1))=2 ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ); Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÐÏ ÁÓÓÏ- ÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÊ Ó ÎÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÉ: b(v_1; v_2) = (q(v_1 + v_2) − q(v_1) − q(v_2))=2.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. íÁÔÒÉÃÁ A = (a_{ij} ) ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ b Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; : : : ; e_n ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ a_{ij} = b(e_i; e_j).

œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: b (∑ i x_ie_i; ∑ j y_j e_j ) = ∑ i;j a_{ij} x_iy_j . ðÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ C ÍÁÔÒÉÃÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Œ C^tAC (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ).

ôÅÏÒÅÍÁ 4 (úÁËÏÎ ÉÎÅÒÃÉÉ). úÁÍÅÎÏÊ ÂÁÚÉÓÁ ÍÁÔÒÉÃÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ. åÓÌÉ ÐÏÌÅ kÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÌÉ ÔÏÌØËÏ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÎÕÌÉ, ÐÒÉÞÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÅÄÉÎÉÃ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. åÓÌÉ k= R, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÔÏÌØËÏ 1, −1 É 0, ÐÒÉÞÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ 1 (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒÃÉÉ), ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ −1 (ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒÃÉÉ) É ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ 0 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÕ Ë ÔÒÅÂÕÅÍÏÍÕ ŒÉÄÕ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅÇËÏ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ). éÎ- ŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉÃ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÌÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÁÈ ÂÁÚÉÓÁ. œ ÂÏÌÅÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ | ÎÁÚÏŒÅÍ ÑÄÒÏÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ b ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ v ∈ V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ b(v; u) = 0 ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ u ∈ V . ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , É ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÆÏÒÍÙ | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.

œ ÓÌÕÞÁÅ k= R, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ q , ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÕÀ Ó b. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÊ ÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒÃÉÉ | ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÏÒÍÁ q ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÉÎÅÒÃÉÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, Œ ÞÅÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÏÂÝÉÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÚÁÄÁÞÅ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ.

ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ (ÐÁÒÏÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÉÌÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÉÌÉ ÞÅÍ-ÔÏ ÅÝč). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V Ó ÜÔÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÞÅÒÅÚ V É ÎÁÚÏŒčÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ.

œ ÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÏÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÅÓÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÂSSÅËÔÏŒ V ∼= W . ïÂÙÞÎÏ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ĂÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÊ Ó ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊĄ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔÉ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÎÅ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÊ.

ðÏÌÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ | ÜÔÏ:

1) ÓÐÉÓÏË ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ V_s , ÇÄÅ s ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÂSS- ÅËÔ V ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÏÂSSÅËÔÏŒ V_s ;

2) ÓÐÉÓÏË ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ’_r , ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÏÂSSÅËÔÕ V ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ’_r (V), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ V ∼= W ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ’_r(V) = ’_r(W) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r .

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÙÂÏÒ ÂÁÚÉÓÁ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V | ÜÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ ËÁË ŒÙÂÏÒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ k^n −→ V . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÚÁËÏÎ ÉÎÅÒÃÉÉ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ËÁË ÓÐÉÓÏË ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ (k^n Ó ÆÏÒÍÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ŒÉÄÁ), ÔÁË É (ÄÌÑ k= R ÉÌÉ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ) ÐÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ.

äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÏÄÈÏÄ. ðÕÓÔØ V É W | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. éÈ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ V ⊕ W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÁÒ (v; w), ÇÄÅ v ∈ V , w ∈ W . îÁ V ⊕ W ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ: (v_1; w_1) + (v_2; w_2) = (v_1 + v_2; w_1 + w_2) É ˘(v; w) = (˘v; ˘w).

åÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É W ÓÎÁÂÖÅÎÏ ÎÁÛÅÊ ĂÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊĄ, ÔÏ (ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁŒÛÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÏÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ) ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ V ⊕ W ÔÏÖÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V É W ÚÁÄÁÎÙ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_0 É W_0 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ Œ V ⊕ W ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_0 ⊕ W_0 , É Ô. Ð. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÏÂSSÅË- ÔÏŒ V ⊕ W .

ïÐÅÒÁÃÉÑ ŒÚÑÔÉÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ | ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V ⊕ W ∼= W ⊕ V ).

ïÂSSÅËÔ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ. ïÂSSÅËÔ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÎÉËÁËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÏÂSSÅËÔ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÁÖÎÏÊ ÓÏÓÔÁŒÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÚÁÄÁÞÉ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÚÁÄÁÞÁÈ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó k ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ (k = 0; 1; 2) ËÁÖÄÙÊ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ ÏÂSSÅËÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÌÉÂÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, ÌÉÂÏ ÎÕÌØÍÅÒÎÏ).

A_n

D_n

E_6

E_7

E_8

òÉÓ. 1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. îÁÊÄÉÔÅ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ Œ ÚÁÄÁÞÅ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁÄ R.

óÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÏÌÅÚÅÎ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅ- ÎÉÅ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁŒÛÉÈÓÑ ÒÁÎÅÅ ÚÁÄÁÞÁÈ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÜÔÏ ÔÁË.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÔÉÐ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÏÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.

îÁÚÏŒčÍ ËÏÌÞÁÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ËÏÌÞÁÎÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ kÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ÄÁÎÎÙÈ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ i | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_i ÎÁÄ k, Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ e ÉÚ i Œ j | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_e : V_i −→ V_j . ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (V_i; ’_e) É (W_i; _e) ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÌÞÁÎÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ i ËÏÌÞÁÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ f_i : V_i −→ W_i , ÐÒÉÞÅÍ f_j ’_e = _ef_i ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÉÚ i Œ j .

ðÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ (V_i; ’_e) É (W_i; _e) ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÌÞÁÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (V_i⊕W_i; ’_e⊕_e), ÇÄÅ ’_e ⊕ _e | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÕÀ ÐÁÒÕ (v; w) Œ ÐÁÒÕ (’_ev; _ew).

ëÏÌÞÁÎÙ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ ĂÐÒÏÓÔÕÀĄ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ çÁ- ÂÒÉÜÌÑ. þÁÓÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË:

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ëÏÌÞÁÎ ` ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÁÄ R ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÓŒÑÚÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ` ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÓÔÒÅÌÏË Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÇÒÁÆÏŒ ÎÁ ÒÉÓ. 1 (ÇÒÁÆÙ ëÏËÓÔÅÒÁ; ADE -ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÂÏÒ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÄÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÔÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

œÍÅÓÔÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ (ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ É ÓÁÍ ÎÅ ÚÎÁÀ), Ñ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÏÂßÑÓÎÀ ËÁË ÚÄÅÓØ ŒÏÏÂÝÅ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÇÒÁÆÙ ëÏËÓÔÅÒÁ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ` ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ n. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓŒÑÚÎÙÅ ËÏÌÞÁÎÙ.

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V(d_1; : : : ; d_n) ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÌÞÁÎÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ V_i = R^{di} , ÒÁŒÎÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ∑ e∈E d_{i(e)}d_{j(e)} , ÇÄÅ E | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÔÒÅÌÏË ËÏÌÞÁÎÁ, Á ÞÅÒÅÚ i(e) É j(e) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÁÞÁÌÏ É ËÏÎÅÃ ÓÔÒÅÌËÉ e. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ É ÞÉÓÌÏ ŒÓÅÈ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ d_1; : : : ; d_n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ŒÅÒÛÉÎÁÍ ËÏÌÞÁÎÁ. üÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁŒÎÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÉÓÌÕ ÏÒÂÉÔ ÇÒÕÐÐÙ GL(d_1; R) × · · · × GL(d_n; R), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V(d_1; : : : ; d_n) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÉÓÁ: (g_1; : : : ; g_n)’_e = g^{−1}_{j(e)}’_eg_{i(e)} . òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÏÒÂÉÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ

∑_n i=1 d^2_i − 1 (ÔÁË ËÁË ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ V(d_1; : : :; d_n) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐ- ÐÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÉÄÁ (˘; : : : ; ˘) ∈ GL(d_1; R)× · · · × GL(d_n; R)). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V(d_1; : : : ; d_n) ÐÏËÒÙÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÁËÉÈ ÏÒÂÉÔ, ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÊ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÒÂÉÔÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(d_1; : : : ; d_n) =

∑_n

i=1 d^2_i − ∑ e∈E d_{i(e)}d_{j(e)} ÄÏÌÖÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ É ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÈ (É ÄÁÖÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ) ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓŒÑÚÎÙÅ ÇÒÁÆÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ f ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ADE -ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ, Ñ ÏÓÔÁŒÌÑÀ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ (ÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÇÏ).

œÙÛÅÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ÎÁ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÐÒÉ ÇÌÁÄËÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÒÙÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÂÏÌØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ óÁÒÄÁ). îÁÄÅÀÓØ, ÞÔÏ ŒÓč ÜÔÏ ŒÙ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÉÚÕÞÉÔÅ Œ ËÕÒÓÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.

ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó k ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÌÞÁÎÁ ÉÚ k ÓÔÒÅÌÏË, ŒÅÄÕÝÉÈ Œ ÏÄÎÕ ŒÅÒÛÉÎÕ ÉÚ k ÄÒÕÇÉÈ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ çÁÂÒÉÜÌÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÅÓÔØ ÐÒÉ k ≤ 3. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó ÔÒÏÊËÏÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÔÁËÖÅ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ (ËÓÔÁÔÉ, ÐÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ?).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ìÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¸ : V −→ k. íÎÏÖÅÓÔŒÏ V^∗ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ V ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ Ë V .

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ôÏÇÄÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V^∗ ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, É dim V^∗ = dim V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ dim V = n É (e_1; : : : ; e_n) | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ”_1; : : : ; ”_n ∈ V^∗ ËÁË ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ (e_1; : : : ; e_n), ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v = ∑ x_ie_i ÍÙ ÐÏÌÏÖÉÍ ”_j (v) = x_j . ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ”_1; : : : ; ”_n ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏ; ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÉÈ ÔÁËÖÅ ÎÅ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÓÏÍÎÅÎÉÊ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (”_1; : : : ; ”_n) | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗ .

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ”_1; : : : ; ”_n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ¸ ∈ V^∗ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ: ¸( ∑ x_ie_i) = ∑ x_i¸(e_i), ÔÏ ÅÓÔØ ¸ = ∑ ¸(e_i)”_i . ðÏÜÔÏÍÕ V^∗ = ⟨”_1; : : : ; ”_n⟩. éÔÁË, (”_1; : : : ; ”_n) | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗ , É dim V^∗ = dim V .

âÁÚÉÓ (”_1; : : : ; ”_n) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ Ë ÂÁÚÉÓÕ (e_1; : : : ; e_n). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ”_i(e_j ) = ffi_{ij} .

ìÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ¸ → ¸(v) ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V^∗ , ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄŒÁÖÄÙ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (V^∗)^∗ . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ dim V ¡ ∞ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V −→ (V^∗)^∗ . œÐÒÅÄØ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÄŒÁÖÄÙ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ.

ëÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÎÉÞÔÏ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V É Ó V^∗ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ ÂÁÚÉÓ (e_i) Œ ÂÁÚÉÓ (”_i). ïÄÎÁËÏ ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ (e_i).

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ (e^′_i) | ÄÒÕÇÏÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ A ∈ M_{n×n} , j -ÔÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ e^′_j Œ ÂÁÚÉÓÅ (e_i) (j = 1; : : : ; n). üÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ (e_i) Ë ÂÁÚÉÓÕ (e^′_i). ðÕÓÔØ e | ÓÔÒÏËÁ (e_1; : : : ; e_n), Á e^′ | ÓÔÒÏËÁ (e^′_1; : : :; e^′_n). éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ: e^′ = eA (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÁÔÒÉÃÙ A).

ðÕÓÔØ x = (x_1; : : : ; x_n) | ÓÔÒÏËÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V Œ ÂÁÚÉÓÅ e, Á x^′ = (x^′_1; : : : ; x^′_n) | ÓÔÒÏËÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÇÏ ÖÅ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ÂÁÚÉÓÅ e^′ . ðÏÌÏÖÉÍ X = x^t É X^′ = (x^′)^t | ÔÅ ÖÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ Œ ÓÔÏÌÂÅÃ. ôÏÇÄÁ v = eX = e^′X^′ . ïÔÓÀÄÁ X = AX^′ . ôÒÁÎÓÐÏÎÉÒÕÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ x = x^′A^t , ÉÌÉ x^′ = x(A^t)^{−1} . ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ŒÅÒÎÏÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V , ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ ÐÅÒÅÓÞÅÔÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e, Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e^′ . äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÍÁÔÒÉÞ- ÎÏÅ ÒŒÅÎÓÔŒÏ ”^′ = ”(A^t)^{−1} , ÇÄÅ ” = (”_1; : : : ; ”_n) | ÂÁÚÉÓ V^∗ , ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë ÂÁÚÉÓÕ e, Á ”^′ = (”^′_1; : : : ; ”^′_n) | ÂÁÚÉÓ V^∗ , ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë ÂÁÚÉÓÕ e^′ . éÔÁË, ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ ” Ë ÂÁÚÉÓÕ ”^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (A^t)^{−1} . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÛÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ V Ó V^∗ ŒÙÄÅÒÖÉŒÁÅÔ ÎÅ ŒÓÅ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÉÓÁ, Á ÌÉÛØ ÔÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ A = (A^t)^{−1} . ôÁËÉÅ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ. äÒÕÇÏÅ ÉÈ ÏÐÉÓÁÎÉÅ | ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ k^n (ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ.) äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁ V ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V −→ V^∗ (ÐÏÄÓÔÁŒÉŒ ŒÅËÔÏÒ Œ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ,ÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊ- ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ.) íÁÔÒÉÃÁ ÆÏÒÍÙ Œ ÂÁÚÉÓÅ e | ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V −→ V^∗ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÏŒ e É ”. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ V Ó V^∗ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ Œ ÂÁÚÉÓÅ e.

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÏÐÅÒÁÔÏÒ) F : V −→ W . ðÏ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ¸ : W −→ kÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ F^∗¸ : W −→ k, ÐÏÌÏÖÉŒ F^∗¸(v) = ¸(F v). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ¸ | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ É F^∗¸ | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F^∗ : W^∗ −→ V^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ (ÉÌÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ) Ë F .

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F : V −→ W ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ F^{∗∗} = F (ÎÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÄŒÁÖÄÙ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

1) ÅÓÌÉ F : V −→ W | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÔÏ F^∗ : W^∗ −→ V^∗ | ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ;

2) ÅÓÌÉ G : U −→ V É F : V −→ W | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÔÏ (F G)^∗ = F^∗G^∗ .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. áÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊆ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U^∘ ⊆ V^∗ , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ V , ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U .

ôÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÌÉ V^{∗∗} Ó V , ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W ⊆ V^∗ ËÁË ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V .

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊆ V ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ U^{∘∘} = U .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2). œÙÂÅÒÅÍ Œ V ÂÁÚÉÓ (v_1; : : : ; v_n), ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÊ Ó ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ U (ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ U = ⟨v_1; : : : v_k⟩). ðÕÓÔØ (v^∗_1 ; : : : ; v^∗_n) | ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗ . ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, U^∘ = ⟨v^∗_{k+1}; : : :; v^∗_n⟩ É U^{∘∘} = ⟨v_1; : : : v_k⟩ = U .

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F : V −→ W ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

(Ker F )^∘ = Im F^∗ É (Im F )^∘ = Ker F^∗:

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ (ÜÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U^∘ ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ dim U^∘ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. þÉÓÌÏ dim U^∘ = dim V −dim U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ codim U .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_1; : : : ; V_n ⊆ V ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ v_1 + · · · + v_n = 0 (v_i ∈ V_i ) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ v_1 = · · · = v_n = 0.

äÌÑ ÄŒÕÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V_1 É V_2 ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ V_1 ∩ V_2 = 0. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÜÔÏ ÎÅŒÅÒÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. óÕÍÍÏÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U_1; : : : ; U_n ∈ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ u_1 + · · · + u_n , ÇÄÅ u_i ∈ U_i . óÕÍÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ (É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ V_1 ⊕· · ·⊕V_n ), ÅÓÌÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

áÌÇÅÂÒÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. áÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ kÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏ A, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÏÌØÃÅŒÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÅ { ÏÂÝÅÅ É ff(ab) = (ffa)b = a(ffb) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ A É ff ∈ k. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÙÍÉ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ A × A −→ A.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. ìÅŒÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V , ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ A × V −→ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÄŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R. ìÀÂÏÅ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p (ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÍÙ ÕÖÅ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÜÔÉÍ, ËÏÇÄÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÉÍÅÅÔ p^k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ). ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[x] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k.

íÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ M_n ÍÁÔÒÉÃ n × n ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ kÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n^2 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, Á ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ k^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ M_n .

ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ, ÎÏ É ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ k[x]. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ k[x; y] = k[x][y] | ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ k[x; y] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ kÓ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ÍÏÎÏÍÏŒ x^ky^l , ÇÄÅ k; l ∈ N ∪ {0}.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ k[x_1; : : : ; x_n] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ; ÂÁÚÉÓ ÅÅ ÎÁÄ kÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÍÏÎÏÍÙ x^{k1}_1 : : : x^{kn}_n .

ðÕÓÔØ (a_1; : : : ; a_n) | ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ kËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_ia_j ÄÌÑ ŒÓÅÈ i; j ∈ {1; : : :; n}. ðÏÓËÏÌØËÕ (a_1; : : : ; a_n) | ÂÁÚÉÓ, ÜÔÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÏ ÎÅÍÕ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ:

a_ia_j = n∑ k=1 c^k_{ij}a_k:

üÌÅÍÅÎÔÙ c^k_{ij} ∈ kÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÙÂÏÒ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ, ËÏÔÏÒÁÑ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ, ÎÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÕÓÌÏŒÉÉ ÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c^k_{ij} ÁÌÇÅÂÒÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ? áÓÓÏ- ÃÉÁÔÉŒÎÏÊ?

ðÒÉÍÅÒ 2. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ H ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R Ó ÂÁÚÉÓÏÍ (1; i; j; k), ÇÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁË:

1 · 1 = −i · i = −j · j = −k · k = 1;

1 · i = i · 1 = j · k = −k · j = i; 1 · j = j · 1 = k · i = −i · k = j; 1 · k = k · 1 = i · j = −j · i = k:

áÌÇÅÂÒÁ H , ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. áÌÇÅÂÒÁ H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: äÏËÁÚÁÔØ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ H ÍÏÖÎÏ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÏŒÅÒËÏÊ. íÙ ÐÏÓÔÕÐÉÍ ÞÕÔØ-ÞÕÔØ ÉÎÁÞÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ M_4(R) ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ

a −b −c −d b a −d c c d a −b d −c b a : âÁÚÉÓ H ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÍÁÔÒÉÃÙ

E = 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

; I =

0 −1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 1 0 ;

J = 0 0 −1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 −1 0 0

É K =

0 0 0 −1 0 0 −1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 : îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ

E · E = −I · I = −J · J = −K · K = E;

E · I = I · E = J · K = −K · J = I; E · J = J · E = K · I = −I · K = J; E · K = K · E = I · J = −J · I = K:

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, H ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ M_4(R), É, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÁÌÇÅÂÒÁ H ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ H . áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ H ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ. □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9. œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ R Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ b ∈ R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ab = ba = 1.

áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ R Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÌÏÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ R ÏÂÒÁÔÉÍ.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 5. áÌÇÅÂÒÁ H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÌÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ h = a+bi+cj+dk ∈ H . ðÏÌÏÖÉÍ h = a−bi−cj−dk ∈ H . ôÏÇÄÁ hh = hh = a^2+b^2+c^2 +d^2 É ÅÓÌÉ h ≠ 0, ÔÏ h=(a^2 + b^2 + c^2 + d^2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë h. □

áÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ

áÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÅÔ ÉÚÌÏÖÅÎÏ ÄÁÌÅÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁ- ÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ïÎÁ ÐÏÞÔÉ ÓÔÏÌØ ÖÅ ŒÁÖÎÁ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ËÁË É ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É ŒÏ ÍÎÏÇÏÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÅÍÕ. ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[x_1; : : : ; x_n] ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÂÏÒÏÍ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (x_1; : : : ; x_n), ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. áÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ~^•(¸^1; : : :; ¸^n) ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÎÁÂÏÒÏÍ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ¸^1; : : :; ¸^n , ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÔÁËÖÅ ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ.

óÌÏŒÏ ĂÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ¸^i ∧ ¸^j = −¸^j ∧ ¸^i ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i; j ∈ [1; n], Á ÔÁËÖÅ ¸^i ∧ ¸^i = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ∈ [1; n] (ÇÄÅ [1; n] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ n). ðÒÉ char k≠ 2 ŒÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏ- ŒÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ. úÎÁË ∧ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ.

õÓÌÏŒÉÅ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÈÕÖÅ | ÏÎÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÔØ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ¸^{i1} ∧ · · · ∧ ¸^{ik} ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÓÏÍÎÏ- ÖÉÔÅÌÉ ÍÅÓÔÁÍÉ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÏ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÓÏ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÔÁ- ËÉÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

œÓÅ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÏÌØËÏ ÎÁŒÏÄÑÝÉÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ | ÁÌÇÅÂÒÕ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÅÝÅ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ. äÁÄÉÍ ÔÏÞÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÂÏÒ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ¸^1; : : : ; ¸^n . çÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÍ ÍÏÎÏÍÏÍ ÏÔ ¸^1; : : : ; ¸^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙ- ÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ ¸^{i1} ∧ · · · ∧ ¸^{ik} , ÇÄÅ 1 ⩽ i_1 ¡ i_2 ¡ · · · ¡ i_k ⩽ n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÁËÏÊ ÍÏÎÏÍ ÞÅÒÅÚ ¸^I , ÇÄÅ I = {i^1; : : :; i^k}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÍÏÎÏÍÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ {1; : : :; n}. ðÕÓÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÔÏ ÅÓÔØ 1.

ðÏÌÏÖÉÍ ¸^{iœ(1)} ∧ · · · ∧ ¸^{iœ(k)} = ”(œ)¸^{i1} ∧ · · · ∧ ¸^{ik} ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ œ ∈ S_k (ÎÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ”(œ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ œ ). ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ¸^{j1} ∧ · · · ∧ ¸^{jm} , ÇÄÅ ÓÒÅÄÉ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ (j_1; : : : ; j_m) ÅÓÔØ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ, ÐÏÌÏÖÉÍ ÒÁŒÎÙÍ ÎÕÌÀ.

ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ¸^I ∧ ¸^J ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ¸^I É ¸^J . ïÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÉÐÉ- ÓÙŒÁÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÞÅÒÅÚ ÚÎÁË ∧ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÇÏÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏ ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÐÒÁŒÉÌÁÍ. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

¸^I ∧ ¸^J = { 0; ÅÓÌÉ I ∩ J ≠ ∅, (−1)^{c(I;J)}¸^{I∪J} ; ÅÓÌÉ I ∩ J = ∅, ÇÄÅ c(I; J) = #{(i; j) ∈ I × J | i ¿ j}:

(úÎÁË # ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÏÎÏÍÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ~^•(¸^1; : : : ; ¸^n), ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÞÅÒÅÚ ~^• , ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ kÓ ÂÁÚÉÓÏÍ (¸^I ), ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ ∑

I⊆[1;n]

a_I ¸^I ;

ÇÄÅ a_I ∈ k. œŒÅÄÅÎÎÏÅ ÎÁ ÂÁÚÉÓÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ ~^• . ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÎÁ ÂÁÚÉÓÅ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6). éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 7 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ~^• ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ. ïÎÁ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ çÒÁÓÓÍÁÎÁ.

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÒÁŒÎÁ ÞÉÓÌÕ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ [1; n], ÔÏ ÅÓÔØ dim ~^• = 2^n . îÁÚÏŒÅÍ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÍÏÎÏÍÁ ¸^{i1} ∧ · · · ∧ ¸^{ik} ÞÉÓÌÏ k . çÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÍÏÎÏÍÙ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

~^k ⊆ ~^• . ñÓÎÏ, ÞÔÏ dim ~^k =

(_n k ) É ~^• =^n ⨁ k=0 ~^k . ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÏÎÏÍÏŒ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ.

ðÕÓÔØ ff; fi ∈ ~^1 , ÔÏ ÅÓÔØ ff =^n ∑ i=1 a_i¸^i É fi =^n ∑ i=1 b_i¸^i . ôÏÇÄÁ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ff ∧ ff = 0 É ff ∧ fi = −fi ∧ ff.

üÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÁÍ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ı ∈ ~^p É ȷ ∈ ~^q , ÔÏ

ı ∧ ȷ = (−1)^{pq} ȷ ∧ ı:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det A ÍÁÔÒÉÃÙ A = (a^i_j ) ∈ M_n(k) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÁË ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ¸^1 ∧ · · · ∧ ¸^n Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ n ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ

(^n∑ j=1 a^1_j ¸^j ) ∧ (^n∑ j=1 a^2_j ¸^j ) ∧ · · · ∧ (^n∑ j=1 a^n_j ¸^j ) = (det A)¸^1 ∧ · · · ∧ ¸^n: