îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ

áÌÇÅÂÒÁ

ðÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ŒÅÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ 2004/05 Ç. ìÅËÃÉÉ 5{7

ëÁÔÅÇÏÒÉÉ É ÆÕÎËÔÏÒÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÙ 1) ëÌÁÓÓ ÏÂSSÅËÔÏŒ Ob(A).

2) íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Hom_A(A; B) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ (A; B) ÏÂSSÅËÔÏŒ ÉÚ A; ŒÍÅÓÔÏ u ∈ Hom_A(A; B) ÏÂÙÞÎÏ ÐÉÛÕÔ u : A −→ B ÉÌÉ A^u−→ B .

3) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ¯ : Hom_A(A; B) × Hom_A(B; C) −→ Hom_A(A; C) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ (A; B; C) ÏÂSSÅËÔÏŒ ÉÚ A; ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ¯(u; v) ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ u ∈ Hom_A(A; B) É v ∈ Hom_A(B; C) ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ v ∘ u ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ vu.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÁËÓÉÏÍ:

(I) ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ A^u−→ B^v−→ C^w−→ D ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ w(vu) = (wv)u.

(II) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ A ∈ Ob_A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ 1_A : A −→ A, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÏÂSSÅËÔÁ A, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ 1_Au = u É v1_A = v ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ B^u−→ A É A^v−→ C .

(III) åÓÌÉ ÐÁÒÙ (A; B) É (A^′; B^′) ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Hom_A(A; B) É Hom_A(A^′; B^′) ÐÕÓÔÏ.

ìÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ A −→ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÂSSÅËÔÁ A. íÏÒÆÉÚÍ ’ : A −→ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ : B −→ A, ÞÔÏ ’ = 1_A É ’ = 1_B .

ðÒÉÍÅÒ 1. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ Sets ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ | ÜÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ Vect_kËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 3. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ Hom_k(V; •), ÇÄÅ V | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ïÂSSÅËÔÁÍÉ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : V −→ W , ÇÄÅ W | ÌÀÂÏÊ ÏÂSSÅËÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Vect , Á ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÂSSÅËÔÁ ’ : V −→ W Œ ÏÂSSÅËÔ : V −→ U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ø : W −→ U , ÄÅÌÁÀÝÅÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ V V ’ W^ø−−−−→ U ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÕÁÌØÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ A^∘ : á) ïÂSSÅËÔÙ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A^∘ | ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ Õ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A, Ô. Å. Ob A^∘ = Ob A. â) ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÌÁÇÁÅÍ Hom_A∘ (A; B) = Hom_A(B; A). œ) ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Hom_A∘ (A; B) × Hom_A∘ (B; C) −→ Hom_A∘ (A; C) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: ÅÓÌÉ u ∈ Hom_A∘ (A; B) É v ∈ Hom_A∘ (B; C); ÔÏ v ∘_{A∘} u = u ∘_A v:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A É C. ëÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ) ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ:

Á) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A → F A, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÂSSÅËÔÕ A ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÏÂSSÅËÔ F A ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C;

Â) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ F (A; B) : Hom_A(A; B) −→ Hom_C(F A; F B) (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ F (A; B) : Hom_A(A; B) −→ Hom_C(F B; F A)), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÁÒ (A; B) ÏÂSSÅËÔÏŒ ÉÚ A. ïÂÒÁÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ u : A −→ B ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ F (A; B) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÞÅÒÅÚ F u.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ:

(i) F 1_A = 1_{F A} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ A ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A;

(ii) F (v ∘ u) = F v ∘ F u (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ F (v ∘ u) = F u ∘ F v ) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ u É v , ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ v ∘ u ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ A −→ C | ÜÔÏ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ A^∘ −→ C.

ðÒÉÍÅÒ 4. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÅÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ V^C ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ (u; v), ÇÄÅ u; v ∈ V . œ V^C ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏÅ, Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z = x + iy ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ z(u; v) = (xu − yv; xv + yu).

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ R-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ f : V −→ W ÅÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÉ- ÆÉËÁÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: f^C(u; v) = (fu; fv). ñÓÎÏ, ÞÔÏ f^C ÑŒÌÑÅÔÓÑ C -ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Vect_RŒ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Vect_C .

ðÒÉÍÅÒ 5. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÅÇÏ ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅ V_RÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÓÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ÉÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÕÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Œ ÓÉÌÕ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ R ⊂ C ).

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ C -ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ f : V −→ W ÅÇÏ ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ R-ÌÉÎÅÊÎÙÍ). ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Vect_C Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Vect_R.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ kÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V^∗ , ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ f : V −→ W ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^∗ : W^∗ −→ V^∗ . ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Vect_kŒ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Vect_k.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ A; B | ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. éÈ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ A × B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÁÒÙ (A; B), ÇÄÅ A ∈ Ob A, B ∈ Ob B, Á Hom_{A×B}((A; B); (A^′B^′)) = Hom(A; A^′)× Hom(B; B^′). ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ A = Vect_k| ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (V; W ) → Hom_k(V; W ), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁ ÏÂSSÅËÔÁÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A^∘ × A, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ A^∘ × A −→ A. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, Hom_k( ; ) | ÆÕÎËÔÏÒ ÏÔ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, ËÏÎÔÒÁŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÙÊ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ É ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ F É G | ÄŒÁ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C. æÕÎËÔÏÒÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ f : F −→ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f_A : F A −→ GA ÄÌÑ ŒÓÅÈ A ∈ Ob A, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ u : A −→ B ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

F A^{fA}−−−−→ GA F u Gu F B −−−−→_{fB} GB

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

åÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ F É G ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙ, ÔÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÅÌÏË ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ.

æÕÎËÔÏÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ f_A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ A ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ ÓÅÂÑ, ÐÅÒÅŒÏ- ÄÑÝÉÊ ËÁÖÄÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÄŒÁÖÄÙ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ, ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÆÕÎËÔÏÒÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ A | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ïÂSSÅËÔ A ∈ Ob A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÍ, ÉÌÉ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÏÔ- ÔÁÌËÉŒÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ B ∈ Ob A ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Hom_A(A; B) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ïÂSSÅËÔ A ∈ Ob A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÉÎÁÌØÎÙÍ, ÉÌÉ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÐÒÉÔÑÇÉŒÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ B ∈ Ob A ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Hom_A(B; A) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

ðÒÉÍÅÒ 6. œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á ÆÉÎÁÌØÎÙÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ | ÌÀÂÏÅ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ M É N | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ËÏÔÏ- ÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ’ : M −→ S É : N −→ S , ÇÄÅ S | ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. íÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÁÒÙ (’; ) Œ ÐÁÒÕ (’^′; ^′) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ø : S −→ S^′ , ÄÅÌÁÀÝÅÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ M M ’ ’^′ S^ø−−−−→ S^′ ^′ N N ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ B, ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ¸ : T −→ M É ȷ : T −→ N , ÇÄÅ T | ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A ÅÓÔØ ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ | ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ M ⊔ N ÍÎÏÖÅÓÔŒ M É N Ó ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ M É N Œ M ⊔ N , Á Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ B ÅÓÔØ ÆÉÎÁÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ | ÄÅËÁÒÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ M × N ÍÎÏÖÅÓÔŒ M É N Ó ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ M × N ÎÁ M É N .

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. åÓÌÉ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ, ÔÏ ÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÉÎÁÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ, ÔÏ ÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ A É B | ÄŒÁ ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ A | ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÊ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ’ : A −→ B , Á ÐÏÓËÏÌØËÕ B | ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÊ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ : B −→ A. œ ÓÉÌÕ ÉÎÉÃÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÂSSÅËÔÏŒ A É B , Õ ÎÉÈ ÎÅÔ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ËÒÏÍÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ’ = 1_A É ’ = 1_B , ÔÏ ÅÓÔØ ’ É | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.

äÌÑ ÆÉÎÁÌØÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

ðÕÓÔØ V_1; : : : ; V_p; U | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

’ : V_1 × · · · × V_p −→ U

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ (ÉÌÉ p-ÌÉÎÅÊÎÙÍ), ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ p ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ). ôÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ŒÎÏŒØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÞÅÒÅÚ Hom(V_1; : : : ; V_p; U ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ V × W −→ U . ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÅ ÓÏÓÔÁŒÉÔ ÔÒÕÄÁ.

æÉËÓÉÒÕÅÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É W . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ V × W Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ κ : V × W −→ U Œ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ κ^′ : V × W −→ U^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ø : U −→ U^′ , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ V × W V × W κ κ^′ U^ø−−−−→ U^′ õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÏÔÔÁÌËÉŒÁÀÝÉÊ ÏÂSSÅËÔ Œ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ (ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É W . âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÁËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ V ⊗W , Á ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ⊗ (ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ ÐÁÒÙ (v; w) ÐÒÉ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÁË v ⊗ w É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ ÌÀÂÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÑ.

íÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÐÒÉÍÅÎÉÍÏÊ É Œ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ (ÈÏÔÑ ÜÔÏ ÎÁÍ ÐÏËÁ É ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ).

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É W ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L ŒÓÅÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍ- ÂÉÎÁÃÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ V × W (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÂÁÚÉÓÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V × W ). œ L ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L_0 , ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÉÄÁ

1) ff(v; w) − (ffv; w);

2) ff(v; w) − (v; ffw);

3) (v_1 + v_2; w) − (v_1; w) − (v_2; w);

4) (v; w_1 + w_2) − (v; w_1) − (v; w_2).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V × W −→ L=L_0 , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÕÀ ÐÁÒÕ (v; w) ∈ V × W Œ ËÌÁÓÓ ÜÔÏÊ ÐÁÒÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ L_0 .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔØ V ⊗ W = L=L_0 É ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ v ⊗ w (ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v ∈ V , w ∈ W ) ÏÂÒÁÚ ÐÁÒÙ (v; w) ÐÒÉ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ.

œÙÛÅÉÚÌÏÖÅÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÓŒÏÀ ÏÂÝÎÏÓÔØ É ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ÏÞÅÎØ ÎÁÇÌÑÄÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÅÚÎÏ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ É ÄÒÕÇÉÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ðÕÓÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V É W ŒÙÂÒÁÎÙ ÂÁÚÉÓÙ (v_i) É (w_j ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÉ- ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : V × W −→ U . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v = ∑ x^iv_i ∈ V É w = ∑ y^j w_j ∈ W ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

’(v; w) = ∑ i;j x^iy^j ’(v_i; w_j): (1)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍÉ, ÔÁË ËÁË ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ’(v_i; w_j) ∈ U .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÏŒÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ÓÉÍŒÏÌÏŒ v_i ⊗w_j , ÇÄÅ v_i ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , Á w_j ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÞÅÒÅÚ V ⊗ W É ÎÁÚÏŒÅÍ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É W .

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ⊗ : V × W −→ V ⊗ W ÆÏÒÍÕÌÏÊ (∑ x^iv_i; ∑ y^j w_j ) → ∑ i;j x^iy^j v_i ⊗ w_j:

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : V × W −→ U ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~’ : V ⊗ W −→ U ÆÏÒÍÕÌÏÊ ~’ (∑ i;j t^{ij}v_i ⊗ w_j ) = ∑ i;j t^{ij} ’(v_i; w_j): (2)

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ’ = ~’ ∘ ⊗ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~ : Hom(V; W ; U ) −→ Hom(V ⊗ W; U ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ⊗ : V × W −→ V ⊗ W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ. úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œÓč ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÅÇËÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ËÁË Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÂÁÚÉÓÏŒ, ÔÁË É Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. (óÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ!)

æÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ É ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (V; W ) → V ⊗ W ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ Vect_k× Vect_k−→ Vect_k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : V_1 −→ V_2 É g : W_1 −→ W_2 ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ⊗ g : V_1 ⊗ W_1 −→ V_2 ⊗ W_2 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ 1_V ⊗ 1_W = 1_{V ⊗W} ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É W , É ÞÔÏÂÙ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f = f_1 ∘ f_2 É g = g_1 ∘ g_2 ŒÓÅÇÄÁ ÒÁŒÎÑÌÏÓØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ: f ⊗ g = (f_1 ⊗ g_1) ∘ (f_2 ⊗ g_2).

éÔÁË, ÐÕÓÔØ f : V_1 −→ V_2 É g : W_1 −→ W_2 | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ⊗ ∘ (f × g) : V_1 × W_1 −→ V_2 ⊗ W_2 (ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ (v; w) Œ f(v) ⊗ g(w)). ðÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V_1 ⊗W_1 −→ V_2 ⊗W_2 , ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f ⊗g , ÄÅÌÁÀÝÅÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

V_1 × W_1 V_1 × W_1 ⊗ ⊗∘^{f×g} V_1 ⊗ W_1 −−−−→_{f⊗g} V_2 ⊗ W_2

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ. ôÏ, ÞÔÏ 1_V ⊗ 1_W = 1_{V ⊗W} ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É W , É ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÒÁŒÎÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ, ÔÏÖÅ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ ŒÚÑÔÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ k ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ËÏŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÏÔ k ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ.

æÕÎËÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÑÔØ ÏÄÉÎ Œ ÄÒÕÇÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÒÁÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎËÔÏÒ (V; W ) → V^∗ ⊗ W , ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ É ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ, ÉÌÉ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ (U; V; W ) → (U ⊕ V ) ⊗ W , ÉÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ (U; V; W ) → Hom(U; Hom(V; W )) (ËÓÔÁÔÉ, ÐÏ ËÁËÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ ÏÎ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÅÎ, Á ÐÏ ËÁËÉÍ | ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÅÎ?)

îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ^∗ , Hom, ⊕ É ⊗, ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆ- ÎÙÍÉ. ôÁËÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ ÞÁÓÔÏ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔ ÓÌÏŒÁÍÉ ĂËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍĄ. œÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ:

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ:

1) U ⊗ V ⊗ W ∼−→ (U ⊗ V ) ⊗ W ;

2) V ⊗ W ∼−→ W ⊗ V ;

3) (U ⊕ V ) ⊗ W ∼−→ U ⊗ W ⊕ V ⊗ W ;

4) V^∗ ⊗ W^∗ ∼−→ (V ⊗ W )^∗ ;

5) V^∗ ⊗ W ∼−→ Hom(V; W );

6) Hom(U ⊗ V; W ) ∼−→ Hom(U; Hom(V; W )).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V^∗ ⊗ W ∼−→ Hom(V; W ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V^∗ × W −→ Hom(V; W ), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÐÁÒÕ (¸; w) Œ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¸(•)w (ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ v ∈ V Œ ¸(v)w ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V^∗ ⊗ W −→ Hom(V; W ). ñÄÒÏ ÔÁËÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÕÌÅŒÏÅ. éÚ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ V^∗ ⊗ W ∼−→ Hom(V; W ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ V É W ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÁÍÉ.

ïÓÔÁÌØÎÙÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÉÚ ÔÅÈ ÖÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÄÁÅÔ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÅÝÅ ÏÄÉÎ ŒÁÒÉÁÎÔ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ k ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ob Vect^k−→ Ob Vect_k, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ (V_1; : : : ; V_k) Œ Hom(V^∗_1 ; : : : ; V^∗_k ; k), ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ. ëÁË ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ k -ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V_1 × · · · × V_k −→ Hom(V^∗_1 ; : : : ; V^∗_k ; k)?

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÔÅÎÚÏÒÏŒ

œÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ k^n | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (x^i)_{1⩽i⩽n} (ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ (e_i)). ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ k^n É k^m | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄŒÕÈÉÎÄÅËÓÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ (t^{ij})_{1⩽i⩽n;1⩽j⩽m} (ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÂÁÚÉÓÅ (e_i ⊗ e_j )). áÌÇÅÂÒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ k^n ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃ M_n(k). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÁÌÇÅÂÒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ k^n⊗k^m | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ĂÍÁÔÒÉÃĄ, ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÙ ÐÁÒÁÍÉ ÉÎÄÅËÓÏŒ (i; j), ÇÄÅ 1 ⩽ i ⩽ n É 1 ⩽ j ⩽ m, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÅÔÙÒÅÈÉÎÄÅËÓÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ Ó ÄŒÕÍÑ ŒÅÒÈÎÉÍÉ (ÐÅÒŒÙÍÉ) É ÄŒÕÍÑ ÎÉÖÎÉÍÉ (ŒÔÏÒÙÍÉ) ÉÎÄÅËÓÁÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ A = (a^i_k) É B = (b^j_l ) (ÔÏ ÅÓÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ) ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ c^{ij}_{kl} = a^i_kb^j_l .

œÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ (v_i) Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V | ÐÏ ÓÕÔÉ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : k^n ∼−→ V ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ v_i = ’(e_i). œÙÂÏÒ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V É m-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ⊗ W Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÄŒÕÈÉÎÄÅËÓÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ (t^{ij})_{1⩽i⩽n;1⩽j⩽m} (ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ’ : k^n ∼−→ V É : k^m ∼−→ W | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ ⊗ : k^n ⊗ k^m ∼−→ V ⊗ W ).

íÁÔÒÉÃÁ A ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ (v_i) Ë ÂÁÚÉÓÕ (~v_i), ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÍÕ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ~’ : k^n ∼−→ V , | ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’^{−1} ~’ : k^n −→ k^n (ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ k^n −→ k^n ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÂÉÅËÃÉÉ Ó ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ n × n). ðÕÓÔØ A = (a^i_k) | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ (v_i) Ë ÂÁÚÉÓÕ (~v_i) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , Á B = (b^j_l ) | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ (w_j) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W , ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÕ : k^m ∼−→ W , Ë ÂÁÚÉÓÕ ( ~w_j ), ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÍÕ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ~ : k^m ∼−→ W . ôÏÇÄÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (t^{ij}) ÔÅÎÚÏÒÁ t Œ ÂÁÚÉÓÅ (v_i ⊗ w_j) ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (~t^{ij}) Œ ÂÁÚÉÓÅ (~v_i ⊗ ~w_j) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

t^{ij} = ∑ k;l a^i_kb^j_l ~t^{kl}: (3)

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ÔÅÎÚÏÒÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ’^{−1} ~’ : k^n −→ k^n É ^{−1} ~ : k^n −→ k^n.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W × V ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË: ÔÅÎÚÏÒ (ÜÌÅÍÅÎÔ W × V ) ÚÁÄÁčÔÓÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V É W ÎÁÂÏÒÏÍ ÓŒÏÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (t^{ij}) (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ), ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÏŒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÅÎ- ÚÏÒÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3).

åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É W ÓŒÑÚÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ W = V ÉÌÉ W = V^∗ , ÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ÌÉÛØ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÉÓÏŒ. ôÁË, ÅÓÌÉ A = (a^i_j ) | ÍÁÔÒÉÃÁ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÉÓÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , ÔÏ ÅÓÔØ ~v_j = ∑ i a^i_j v_i . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V^∗ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÍÅÎÙ ~v^i = ∑ j b^i_jv^j , ÇÄÅ B = (b^i_j ) = A^{−1} . óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ

V^{⊗p} ⊗ (V^∗)^{⊗q} = V ⊗ · · · ⊗ V p ⊗ V^∗ ⊗ · · · ⊗ V^∗ q ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (t^{i1:::ip}_{j1:::jq} ), ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÔÁË:

t^{i1:::ip}

j_1:::j_q = ∑ k1 ;:::;kpl1 ;:::;lq

a^{i1}_{k1} : : : a^{ip}_{kp} b^{l1}_{j1} : : : b^{lq}_{jq} ~t^{k1:::kp}_{l1 :::lq} :

òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ ÓËÁÌÑÒÏŒ

ðÕÓÔØ k| ÐÏÄÐÏÌÅ ÐÏÌÑ F, Á V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ðÏÌÅ F ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ: F ⊗ V . ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ˘ ∈ F ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ F ⊗ V ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ k-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ˘ ⊗ 1 (ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ˘ Œ F É ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ V ). ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ F ⊗ V ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F. åÓÌÉ (v_1; : : :; v_n) | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÔÏ (1 ⊗ v_1; : : : ; 1 ⊗ v_n) | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ F ⊗ V .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R, ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C ⊗ V ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V .

éÚ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÏÌÅ F ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Vect_kŒ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Vect_F. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f : V −→ V ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÂÁÚÉÓÅ (v_i) ÍÁÔÒÉÃÅÊ A, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ 1 ⊗ f : F ⊗ V −→ F ⊗ V ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÂÁÚÉÓÅ (1 ⊗ v_i) ÔÏÊ ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

Hom_F(F ⊗ V; F ⊗ W ) ∼= F ⊗ Hom_k(V; W );

(F ⊗_kV ) ⊗_F(F ⊗_kW ) ∼= F ⊗_k(V ⊗_kW );

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ⊗_kÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ k, Á ÞÅÒÅÚ ⊗_F ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ F.

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÐÏÌÅ ÍÏÖÎÏ ŒÌÏÖÉÔØ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ, ÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓŒÏÄÉÔØ ÍÎÏÇÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ É Ô. Ð. Ë ÓÌÕÞÁÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÌÑ (É ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅÍ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ).

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, Á ÐÏÌÅ F { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ k, ÔÏ F⊗_kA ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ F. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÓÔÒÕËÔÕÒÁ k-ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ A ÚÁÄÁÅÔÓÑ k-ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ A ⊗_kA −→ A; ÔÅÎÚÏÒÎÏ ÕÍÎÏÖÁÑ ÎÁ F, ÐÏÌÕÞÁÅÍ F-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ⊗_k(A ⊗_kA) −→ F ⊗_kA; ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ŒÔÏÒÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 9 ÄÁÅÔ ÉÓËÏÍÏÅ F-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (F ⊗_kA) ⊗_F(F ⊗_kA) −→ F ⊗_kA.