îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ

áÌÇÅÂÒÁ

ðÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ŒÅÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ 2004/05 Ç. ìÅËÃÉÉ 8{9

ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ. ìÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ kÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ : G −→ End_kV , ÞÔÏ æ(e) = id_V É æ(gh) = æ(g)æ(h) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g; h ∈ G. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V | ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÅÅ Œ ÇÒÕÐÐÕ GL(V ) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ æ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ A | ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ìÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ A Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ kÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ø : A −→ End_kV , ÞÔÏ ø (1) = id_V , ø (xa) = xø (a), ø (a + b) = ø (a) + ø (b) É ø (ab) = ø (a)ø (b) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ kÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ A. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ- ŒÁÍÉ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ A Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V | ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÅÅ Œ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ End_kV ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V (ÐÏÄ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ).

œÍÅÓÔÏ ÓÌÏŒ ĂÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅĄ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÙÞÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÐÒÏÓÔÏ ĂÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅĄ. äÁÌÅÅ ŒÓÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÁŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐ; ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÉÚ ÎÉÈ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. åÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏŒÏÒÅÎÏ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ, ÌÀÂÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ. œÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ æ | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊆ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ æ(g)U ⊆ U ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G; ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ (ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ) ÉÚ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ dim V ¿ 0 É ÌÀÂÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÒÁŒÎÏ ÌÉÂÏ V , ÌÉÂÏ {0}. åÓÌÉ ÖÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÅÓÔØ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ.

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊆ V ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ⊆ V ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ V = U ⊕ W .

ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ (ËÁË ÎÉ ÓÍÅÛÎÏ ÜÔÏ ÚŒÕ- ÞÉÔ).

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (íÁÛËÅ). ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÐÒÉÞÅÍ char kÎÅ ÄÅÌÉÔ |G|. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ U ⊆ V | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ß_0 : V −→ U , ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÎÁ U (ÐÒÏÅËÃÉÀ ŒÄÏÌØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W_0 ). ðÏÌÏÖÉÍ ßv = 1 |G| ∑ g∈G æ(g)ß_0æ(g)^{−1}v

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ß : V −→ U ÔÏÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁ U , ÎÏ ÅÝč É G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ æ(h)ß = ßæ(h) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ h ∈ G. ðÏÜÔÏÍÕ W = Ker ß ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, V = U ⊕ W .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ k= R ÉÌÉ C . óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ V (ÅŒËÌÉÄÏŒÏ, ÅÓÌÉ k= R, É ÜÒÍÉÔÏŒÏ, ÅÓÌÉ k= C ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G É ÌÀÂÙÈ v; w ∈ V ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (æ(g)v; æ(g)w) = (v; w).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÑÍÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ ÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÅÄÉ- ÎÉÃÅÊ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. ôÏÇÄÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÅÓÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÅÄÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ( ; )_0 É ÐÏÌÏÖÉÍ

(v; w) = 1 |G| ∑ g∈G (æ(g)v; æ(g)w)_0 :

ôÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ (ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ) ÆÏÒÍÁ | ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ôÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÁ | ÔÏÖÅ (ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ v = w ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ). éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ.

éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ íÁÛËÅ (ÄÌÑ k= R ÉÌÉ C ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÒÔÏ- ÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ U ⊆ V | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U (ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ æ(g)|_U ). üÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ æ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ æ_U . œ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V =U ÔÏÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ æ_{V =U} É ÎÁÚÙŒÁÔØ ÆÁËÔÏÒÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ (æ_{V =U} (g)(v + U ) = æ(g)v + U ).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ_U ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ U | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ìÀÂÏÅ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ æ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ L ⊆ V | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ_L ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ.

ðÕÓÔØ U ⊆ L | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W , ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë U Œ V , ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ V = U ⊕ W . ôÏÇÄÁ L = U ⊕ (L ∩ W ), ÔÏ ÅÓÔØ (L ∩ W ) | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë U Œ L.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ æ_1 É æ_2 | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V_1 É V_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. óÕÍÍÏÊ æ_1 + æ_2 ÜÔÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_1 ⊕ V_2 , ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ æ_1(g) ⊕ æ_2(g) (ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÍ (v_1; v_2) ∈ V_1 ⊕ V_2 Œ (æ_1(g)v_1; æ_2(g)v_2)).

ðÕÓÔØ æ | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , Á U É W | ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, æ ≃ æ_U + æ_W .

ôÅÏÒÅÍÁ 4. åÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÓÕÍÍÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ V ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÍÉÎÉÍÁÌØ- ÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ V . åÓÌÉ dim V = 0, ÔÏ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÐÕÓÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ðÕÓÔØ dim V ¿ 0 É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ. œÙÂÅÒÅÍ Œ V ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ⊆ V ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ V = U ⊕ W . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ_W ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ. ôÁË ËÁË dim W ¡ dim V , ÔÏ W ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ V .

ôÅÏÒÅÍÁ 5. åÓÌÉ V ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÓÕÍÍÕ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÕÀ) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ V = V_1 + · · · + V_k , ÇÄÅ V_i | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, É ÐÕÓÔØ U ⊆ V | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁÊÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ I ⊆ {1; : : : ; k}, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ U ∩ ∑ i∈I V_i = 0. ðÏÌÏÖÉÍ W = ∑ i∈I V_i . äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ V = U ⊕ W .

ðÕÓÔØ V_j | ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V = V_1 + · · · + V_k . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ V_j ⊈ (U + W ). ôÏÇÄÁ j =∈ I É V_j ∩ (U + W ) = 0 (ÐÏÓËÏÌØËÕ V_j ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ). îÏ ÔÏÇÄÁ U ∩ (W + V_j ) = 0, Œ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÉ Ó ŒÙÂÏÒÏÍ I . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ V_j ÌÅÖÁÔ Œ U + W , ÔÁË ÞÔÏ V = U + W . ðÏÓËÏÌØËÕ U ∩ W = 0, ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÐÒÑÍÁÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ V = V_1 + · · · + V_k , ÇÄÅ V_i | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ⊆ {1; : : :; k}, ÞÔÏ V = ⨁ i∈I V_i .

íÏÒÆÉÚÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ æ_1; æ_2 | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V_1 É V_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. íÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ æ_1 Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : V_1 −→ V_2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ F æ_1(g) = æ_2(g)F ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G. íÏÒÆÉÚÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ. íÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ).

ôÅÏÒÅÍÁ 6. åÓÌÉ æ_1 É æ_2 | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ F : V_1 −→ V_2 | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ æ_1 Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ_2 . ñÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ Ker F = 0, Im F = V_2 (ÔÁË ËÁË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ), ÔÏ ÅÓÔØ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. áÌÇÅÂÒÁ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÌÏÍ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2 (ìÅÍÍÁ ûÕÒÁ). åÓÌÉ ÐÏÌÅ kÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÓËÁÌÑÒÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ F : V −→ V | ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ, ˘ | ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. üÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ F − ˘E ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÎÕÌÅŒÏÊ.

éÚ ÌÅÍÍÙ ûÕÒÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÌÉÛØ ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÔÉÐÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÓÕÍÍÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÜËÚÅÍÐÌÑ- ÒÏŒ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7. ðÕÓÔØ ÐÏÌÅ kÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ø | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ U , É æ = nø | ÉÚÏÔÉÐÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ

V = U ⊕ · · · ⊕ U n ;

ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ U ⊗ k^n. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ V ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ U ⊗ L, ÇÄÅ L | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k^n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË ÓÕÍÍÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ŒÉÄÁ U ⊗ L ÓÎÏŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÔÏÇÏ ÖÅ ŒÉÄÁ, ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ðÕÓÔØ W | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÒÏÅËÃÉÑ W ÎÁ k -Å ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ æ_W Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ø . ôÁË ËÁË W ≠ 0, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ æ_W ≃ ø . œÙÂÅÒÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÜÔÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ F : U ∼−→ W É ŒÏÚØÍÅÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ F Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. ðÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ x_k . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒ x = (x_1; : : : ; x_n) ∈ k^n É ÐÏÌÏÖÉÍ L = ⟨x⟩. ôÏÇÄÁ W = U ⊗ L.

ôÅÏÒÅÍÁ 8. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ End(æ) ≃ M_n(k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ F : V −→ V ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ æ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÅÇÏ Ë ÜÌÅ- ÍÅÎÔÕ ŒÉÄÁ v_i(u) = (0; : : : ; 0; u; 0; : : :; 0);

ÇÄÅ u ÓÔÏÉÔ ÎÁ i-Í ÍÅÓÔÅ. ðÏÌÕÞÉÍ F v_i(u) = (F_{i1}u; : : : ; F_{in}u), ÇÄÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, F_{ij} ∈ End(ø ). ðÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ F_{ij} | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ a_{ij} ∈ k. ôÏÇÄÁ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ F Ë ÓÔÒÏËÅ (u_1; : : : ; u_n) | ÜÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÅÅ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ (a_{ij}). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, End(æ) ≃ M_n(k).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 9. ðÕÓÔØ ø_1; : : : ; ø_k | ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ m_1; : : : ; m_k; n_1; : : : ; n_k ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Hom(m_1ø_1 + · · · + m_kø_k; n_1ø_1 + · · · + n_kø_k) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ M_{m1 ×n1} (k) ⊕ · · · ⊕ M_{mk ×nk} (k). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, dim Hom(m_1ø_1 + · · · + m_kø_k; n_1ø_1 + · · · + n_kø_k) = m_1n_1 + · · · + m_kn_k .

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÓÕÍÍÕ ÉÚÏÔÉÐÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÊ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÅÇÏ ÉÚÏÔÉÐÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ), ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ: ÄÏ- ËÁÖÉÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ

ôÅÏÒÅÍÁ 10. ðÕÓÔØ æ | ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ø : G −→ GL(U ) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ V_ø ËÁË ÓÕÍÍÕ ÏÂÒÁÚÏŒ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ø Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ. ôÏÇÄÁ V = ⨁ ø V_ø , ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ æ Œ V_ø ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ

kø ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k .

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ æ_1 Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ_2 ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÓÐÌÅ- ÔÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÓÐÌÅÔÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ æ_1 É æ_2 ÞÅÒÅÚ c(æ_1; æ_2). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 9 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ c(æ_1; æ_2) = c(æ_2; æ_1). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ íÁÛËÅ, ÜÔÏ ŒÓÅÇÄÁ ÔÁË ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9. ðÕÓÔØ æ | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R. ëÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ æ^C ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ æ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V^C , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ æ^C(g) = æ(g)^C ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G.

ôÅÏÒÅÍÁ 11. ðÕÓÔØ æ_1 É æ_2 | ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V_1 É V_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ c(æ^C_1 ; æ^C_2 ) = c(æ_1; æ_2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Hom(æ_1; æ_2) ⊆ Hom_R(V_1; V_2) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ æ_2(g)X = Xæ_1(g), ÇÄÅ g ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÇÒÕÐÐÕ G. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Hom(æ^C_1 ; æ^C_2 ) ⊆ Hom_C(V^C_1 ; V^C_2 ) ≃ (Hom_R(V_1; V_2))^C ÚÁÄÁÅÔ- ÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ æ_2(g)^CX = Xæ_1(g)^C . ëÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁŒÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (ÔÁË ËÁË ÏÎÉ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ).

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ c(æ_1; æ_2) = c(æ_2; æ_1). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅ C , ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÄÐÏÌÅÍ ÐÏÌÑ C .

äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÕÖÎÏ ÕÍÅÔØ ÓÔÒÏÉÔØ ÎÏŒÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÉÚ ÓÔÁÒÙÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, Á æ : G −→ GL(V ) É ø : G −→ GL(W ) | ÅÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ æ^∗ : G −→ GL(V )^∗ , æ ⊕ ø : G −→ GL(V ⊕ W ) É æ ⊗ ø : G −→ GL(V ⊗ W ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ: æ^∗(g) = ( (æ(g))^∗ )_{−1} , (æ ⊕ ø )(g) = æ(g) ⊕ ø (g) É (æ ⊗ ø )(g) = æ(g) ⊗ ø (g). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ æ^∗ , æ⊕ø É æ⊗ø ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ. ïÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ Ë æ, ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ æ É ø É ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ æ É ø , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

òÅÇÕÌÑÒÎÙÅ É ËŒÁÚÉÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ kG ŒÓÅÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ. îÁ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ kG ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ); ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÑ Åč ÐÏ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ ÎÁ ŒÓč ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ kG, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁ ÎčÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÓÓÏÃÉ- ÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G.

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ É ÅÅ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ | ÜÔÏ, Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ æ | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ∑ ˘_gg ∈ kG ÐÏÌÏÖÉÍ ø ( ∑ ˘_g g) = ∑ ˘_g æ(g). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ V . îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ø ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ kG Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , ÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ø ÎÁ G ⊂ kG.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12. ìÅŒÙÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ kG, ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÌÅŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ g Œ ÁÌÇÅÂÒÅ kG. ðÒÁŒÙÍ ÒÅÇÕÌÑÒ- ÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ kG, ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÐÒÁŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ g^{−1} Œ ÁÌÇÅÂÒÅ kG.

ôÅÏÒÅÍÁ 12. ëÁÖÄÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ : G −→ GL(V ) ÇÒÕÐÐÙ G ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÆÁËÔÏÒÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÀ ÅÅ ÌÅŒÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÌÅŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÞÅÒÅÚ ˘. ðÕÓÔØ v ∈ V | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : kG −→ V , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ g ∈ G ⊂ kG Œ æ(g)v . ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ˘ Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ. ôÁË ËÁË ’ ≠ 0, ÔÏ ’(kG) = V , ÔÁË ÞÔÏ æ ≃ ˘_{kG=W} , ÇÄÅ W = ker ’.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ŒÈÏÄÉÔ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÌÅŒÏÇÏ ÒÅÇÕ- ÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÉÚÏÔÉÐÉÞÅÓËÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÎÅ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13. ðÕÓÔØ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÓÌÅŒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ kX, ÂÁÚÉÓÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ˘_X ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ kX ÆÏÒÍÕÌÏÊ ˘_X (g) ∑ a_xx = ∑ a_xgx. ôÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÚÉÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ˘_X ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÓÕÍÍÕ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÒÁÚÎÙÍ ÏÒÂÉÔÁÍ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ X .

ôÅÏÒÅÍÁ 13. ðÕÓÔØ X É Y | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ G-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ X É Y ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ x_0 ∈ X É y_0 ∈ Y É ÐÏÌÏÖÉÍ H = G_{x0} , K = G_{y0} (ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÙ ÔÏÞÅË x_0 É y_0 ). ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÓÐÌÅÔÅÎÉÑ c(˘_X ; ˘_Y ) ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÄŒÏÊÎÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ HgK , ÇÄÅ g ∈ G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ’ : kX −→ kY | ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ É ÐÕÓÔØ ’(x_0) = ∑ y∈Y b_yy . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

h ∈ H ÍÙ ÉÍÅÅÍ ∑ y∈Y b_yy = ’(x_0) = ’(hx_0) = ˘_Y (h)’(x_0) = ∑ y∈Y b_yhy:

ïÔÓÀÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ b_y = b_{hy} ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ h ∈ H É y ∈ Y , ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ b_y ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ ÎÁ H -ÏÒÂÉÔÁÈ ŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Y . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ b_y ÏÐÅÒÁÔÏÒ ’ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ: ’(gx_0) = ∑ y∈Y b_ygy .

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f : Y −→ k| ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÎÁ H -ÏÒÂÉÔÁÈ. œÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ X ÜÌÅÍÅÎÔ g_x ∈ G ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ x = g_xx_0 , É ÐÏÌÏÖÉÍ (x) = ∑ y∈Y f(y)g_x y . éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ

H -ÏÒÂÉÔÁÈ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÄÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ kX −→ kY . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ðÏÜÔÏÍÕ c(˘_X ; ˘_Y ) ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ H -ÏÒÂÉÔ Œ Y .

îÏ Y ≃ G=K ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G, Á ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ g_1K É g_2K ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ H -ÏÒÂÉÔÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Hg_1K = Hg_2K . ðÏÜÔÏÍÕ c(˘_X ; ˘_Y ) = #(H\G=K).

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÐÒÉÍÅÒÁ ŒÚÑÔÙ ÉÚ ËÎÉÇÉ á. á. ëÉÒÉÌÌÏŒÁ ĂüÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊĄ.

ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ:

œ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÉÎÓÔÉÔÕÔÅ ÌÅÖÁÌÁ ÍÏÄÅÌØ ËÕÂÁ. ïÄÉÎ ÉÚ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÏŒ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÌ ÇÒÁÎÉ ËÕÂÁ ÞÉ- ÓÌÁÍÉ 1; 2; 3; 4; 5; 6. äÒÕÇÏÊ, ÐÒÉÄÑ Œ ÉÎÓÔÉÔÕÔ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÄÅÎØ, ÚÁÍÅÎÉÌ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ. ðÅÒŒÙÊ, ÚÁÍÅÔÉŒ ÜÔÏ, ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ÄÅÎØ ÏÔŒÅÔÉÌ ÔÅÍ ÖÅ. ëÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÏËÁÖÕÔÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÑÈ ËÕÂÁ ÞÅÒÅÚ ÍÅÓÑÃ, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÓÏÔÕÄÎÉËÁ ÈÏÄÑÔ Œ ÉÎÓÔÉÔÕÔ ÞÅÒÅÚ ÄÅÎØ?

òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÛÕÔÏÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Ë ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÍÅÈÁÎÉËÉ É ÆÉÚÉËÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V_Ç ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ. üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ C X_Ç , ÇÄÅ X_Ç | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ X_Ç ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ G-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÇÄÅ G | ÇÒÕÐÐÁ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ËÕÂÁ (ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ S_4 ), ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_Ç ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËŒÁÚÉÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ˘_Ç ÇÒÕÐÐÙ G.

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 9 ÞÉÓÌÏ ÓÐÌÅÔÅÎÉÑ c(˘_Ç; ˘_Ç) ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ Œ ˘_Ç ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÞÉÓÌÏ ÓÐÌÅÔÅÎÉÑ c(˘_Ç; ˘_Ç) ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÏÒÂÉÔ ÓÔÁ- ÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ËÕÂÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X_Ç . ôÁËÉÈ ÏÒÂÉÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÒÉ: ŒÙÂÒÁÎÎÁÑ ÇÒÁÎØ, ÓÍÅÖÎÙÅ Ó ÎÅÊ ÇÒÁÎÉ É ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÁÑ ÇÒÁÎØ. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÉ Õ ËÁËÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÅÇÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ Œ ˘_Ç ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1, É ÞÔÏ V_Ç ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÔÒÅÈ ÉÚÏÔÉÐÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ (ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ).

ïÄÎÁËÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V_Ç Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÔÒÅÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÌÅÇËÏ ÕËÁÚÁÔØ. ðÕÓÔØ V_1 | ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. üÒÍÉÔÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ ÎÁ V_Ç , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÒÁÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ V^⊥_1 | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÊ | ÔÏÖÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁÚÏŒÅÍ ÆÕÎË- ÃÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ ÞÅÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÑÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, É ÎÅÞÅÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÑÈ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_e , ÓÏ- ÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÞÅÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, É V_o , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ. ðÕÓÔØ V_2 = V_e ∩ V^⊥_1 (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÞÅÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÊ) É V_3 = V_o . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ É V = V_1 ⊕ V_2 ⊕ V_3 . ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ˘_Ç Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V_1 , V_2 É V_3 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ ÞÅÒÅÚ æ_1 , æ_2 É æ_3 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_Ç , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) Œ (Lf)(x) =^1_4 ∑ f(y), ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ- ŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ÞÅÔÙÒÅÍ ÇÒÁÎÑÍ y , ÓÏÓÅÄÎÉÍ Ó ÇÒÁÎØÀ x. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ L ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V_i ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÕ a_i .

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ a_1 = 1. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_2 ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÆÕÎËÃÉÀ, ÒÁŒÎÕÀ 1 ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÁÒÅ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, −1 ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ É 0 ÎÁ ÔÒÅÔØÅÊ. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ a_2 = −1=2. îÁËÏÎÅÃ, Œ ËÁÞÅ- ÓÔŒÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_3 ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÆÕÎËÃÉÀ, ÒÁŒÎÕÀ 1 ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÇÒÁÎÉ, −1 ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÇÒÁÎÉ É 0 ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. ïÔÓÀÄÁ a_3 = 0.

ðÕÓÔØ f | ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1; 2; 3; 4; 5; 6 ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÇÒÁÎÑÈ). ôÏ, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÎÁ ÇÒÁÎÑÈ ËÕÂÁ ÞÅÒÅÚ ÍÅÓÑÃ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ L^{30}f = a^{30}_1 ß_1(f) + a^{30}_2 ß_2(f) + a^{30}_3 ß_3(f) = 3; 5 + ß_2(f)=2^{30} , ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ß_i ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ V_i . ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÅËÃÉÑ f ÎÁ V_2 ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ‖f − ß_1(f)‖ = √ 17; 5, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ËÕÂÁ ÞÅÒÅÚ ÍÅÓÑÃ ÂÕÄÅÔ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÅÅÓÑ ÏÔ 3; 5 ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ √ 17; 5=2^{30} ≈ 0; 000000004.

ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÄÒÕÇÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ ËÕÂÁ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÅÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ

X_Ç | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ;

X_Œ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ ËÕÂÁ;

X_Ä | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ËÕÂÁ;

X_Ô | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏŒ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ËÕÂÁ;

X_Ã | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÎÔÒÏŒ ËÕÂÁ.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V_Ç , V_Œ , V_Ä , V_Ô , V_Ã . éÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÙ 6, 8, 4, 2, 1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. þÉÓÌÁ ÓÐÌÅÔÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ËŒÁÚÉÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ (ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÍÙ ÎÁÛÌÉ c(˘_Ç; ˘_Ç)). ïÎÉ ÓŒÅÄÅÎÙ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ:

˘_Ç ˘_Œ ˘_Ä ˘_Ô ˘_Ã ˘_Ç 3 2 1 1 1 ˘_Œ 2 4 2 2 1 ˘_Ä 1 2 2 1 1 ˘_Ô 1 2 1 2 1 ˘_Ã 1 1 1 1 1

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÉÅ ŒÙŒÏÄÙ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÉÚ ŒÉÄÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ˘_Ã | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (ÜÔÏ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÑÓÎÏ ÕÖÅ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_Ã ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ), ˘_Ä É ˘_Ô ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÕÍÍÁÍÉ ÄŒÕÈ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ˘_Ç | ÔÒÅÈ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, Á ÄÌÑ ˘_Œ ÅÓÔØ ÄŒÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ | ÌÉÂÏ ÓÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÌÉÂÏ ÓÕÍÍÁ ÞÅÔÙÒÅÈ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ðÅÒŒÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÏÔÐÁÄÁÅÔ, ÔÁË ËÁË Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ c(˘_Œ; ˘_Ã) ÎÅ ÍÏÇÌÏ ÂÙ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ 1.

äÁÌÅÅ ÉÚ ÔÁÂÌÉÃÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ˘_Ã ŒÈÏÄÉÔ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 1. íÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ˘_Ç ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÓŒÏÉÈ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ æ_1 ≃ ˘_Ã , æ_2 É æ_3 . ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

˘_Ç ≃ æ_1 + æ_2 + æ_3; ˘_Œ ≃ æ_1 + æ_3 + æ_4 + æ_5; ˘_Ä ≃ æ_1 + æ_4; ˘_Ô ≃ æ_1 + æ_5; ˘_Ã ≃ æ_1;

ÇÄÅ æ_1 , æ_2 , æ_3 , æ_4 , æ_5 | ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ 1, 2, 3, 3 É 1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

dim ˘_Ç = dim æ_1 + dim æ_2 + dim æ_3; (1) dim ˘_Œ = dim æ_1 + dim æ_3 + dim æ_4 + dim æ_5; (2) dim ˘_Ä = dim æ_1 + dim æ_4; (3) dim ˘_Ô = dim æ_1 + dim æ_5; (4) dim ˘_Ã = dim æ_1: (5)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËŒÁÚÉÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ˘_X ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ c(˘_X ; ˘) = c(˘; ˘_X ) = |X| = dim ˘_X , ÇÄÅ ˘ | ÌÅŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G. ðÏÓËÏÌØËÕ c( ∑ æ_i; ˘) = ∑ c(æ_i; ˘), ËÏÇÄÁ æ_i | ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ÔÏ c(æ_i; ˘) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÔÏÊ ÖÅ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ 1, ÞÔÏ É dim æ_i . ðÏÜÔÏÍÕ c(æ_i; ˘) = dim æ_i ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = 1; : : : ; 5, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÌÅŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Ó ÔÏÊ ÖÅ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ, ËÁËÏŒÁ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÍÍÁ

ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÉÚÏÔÉÐÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÌÅŒÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ^5 ∑ i=1 (dim æ_i)^2 .

ôÁË ËÁË^5 ∑ i=1 (dim æ_i)^2 = 24 = |G| = dim ˘, ÔÏ Œ ˘ ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ ÂÏÌØÛÅ ÎÉËÁËÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ

G. ðÏÜÔÏÍÕ æ_1; : : : ; æ_5 | ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ).