íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ëïíðìåëóîùê áîáìéú

ìåëãéñ 1

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÕÍÅÒÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ R. ïÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ ÅÇÏ Ó R^2, ŒÙÂÒÁŒ ÂÁÚÉÓ e_1 = 1, e_2 = i. ó ËÁÖÄÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ q ∈ C ÓŒÑÚÁÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M_p ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ: M_q(z)^{def}= pz ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ z ∈ C . åÓÌÉ q = a + bi, ÔÏ Œ ÂÁÚÉÓÅ 1; i ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ( a b −b a ) . ôÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ Œ |q| = √ a^2 + b^2 ÒÁÚ É

ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÎÁ ÕÇÏÌ arg(q) = arctg(b=a). üÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÌÉÂÏ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ É ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. îÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ŒÓÑËÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R^2 → R^2, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÕÇÌÙ É ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M → N ÄŒÕÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^1, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÇÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ m ∈ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Df(m) : T_mM → T_{f(m)}N , É ÜÔÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ m.

ðÕÓÔØ ´ ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÏÂÌÁÓÔØ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : ´ → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^1 (É C , É ´ | ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ), Á ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ p ∈ ´ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ f^′(p)^{def}= lim_{z→p}^{f(z)−f(p)}_{z−p} (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ p).

ðÒÉÍÅÒ 1 (ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ). œÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (´ = C ), ÄÒÏÂÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (´ | ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, Ô.Å. ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÎÕÌÅÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ); f(z) = e^{z def}= e^x(cos y + i sin y) (´ = C ). æÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ | Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ (É ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ): (z^n)^′ = nz^{n−1} ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ∈ Z, (e^z)^′ = e^z .

ðÒÉÍÅÒ 2 (ÎÅÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ËÌÁÓÓÁ C^1). f(z) = —z; f(z) = |z|^2.

ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ z É f(z) ËÁË ÓÕÍÍÕ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÅÊ: z = x + iy, f(z) = u(x; y) + iv(x; y). ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_a´ É T_{f(a)}C ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó R^2 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÂÁÚÉÓÁ 1; i.

ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Df(p) ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ 2 × 2, Á ÉÍÅÎÎÏ Df(p) =

(_{@u} @x (p)^{@u}_{@y} (p) @v @x (p)^{@v}_{@y} (p) ) . ó ÄÒÕÇÏÊ

ÓÔÏÒÏÎÙ, Œ ÓÉÌÕ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ f(z) − f(p) = f^′(z)(z − p) + o( |z − a|), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Df(p) ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ f^′(p). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ÕÓÌÏŒÉÑ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ, ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ). æÕÎËÃÉÑ f(x + iy) = u(x; y) + iv(x; y) ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ u É v ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÌÁÓÓÕ C^1 É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ^{@u}_{@x} =^{@v}_{@y} ,^{@u}_{@y} = −^{@v}_{@x} .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. é ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ, É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ:

@^2u @x^2 +

@^2u @y^2 =

@^2v @x^2 +

@^2v @y^2 = 0.

íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÁÔØ), ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ŒÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p ∈ C , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÍÅÎØÛÅÊ) ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p.

œ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f^′(z) =^{@u}_{@x} + i^{@v}_{@x} . áÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÔÏÊ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÙ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1^′ (ÕÓÌÏŒÉÑ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ, ËÏÎÆÏÒÍÎÏÓÔØ). æÕÎËÃÉÑ f : ´ → C ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^1 É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ p ∈ ´ | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÙÊ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÕÇÌÙ É ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ.

ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R^n → R^n, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÍÉ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÆÏÒÍÎÙÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ n = 2 ËÏÎÆÏÒÍÎÏÓÔØ É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ ÜÔÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ.

ëÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T^∗_p ´ ÓÏÓÔÏÉÔ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÚ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ˚ : T_p´ → R; ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÒÁŒÎÁ 2, Á ÂÁÚÉÓ Œ ÎÅÍ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ dx(p) É dy(p), ÇÄÅ x : ´ → R É y : ´ → R | ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ z ∈ ´ ÅÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ; Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÕËÁÚÙŒÁÔØ ÔÏÞËÕ p. ëÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T^∗_p ´⊗C ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ R-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ T_p´ → C . üÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ RÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 4 Ó ÂÁÚÉÓÏÍ dx; dy; idx; idy; ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÜÔÏ É ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ C ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 Ó ÂÁÚÉÓÏÍ dx; dy. ïÂÙÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÄÒÕÇÏÊ C -ÂÁÚÉÓ: dz = dx + idy; d—z = dx − idy. 1

ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_p´ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÕÍÅÒÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ R. œ ÎÅÍ ÍÏÖÎÏ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ C . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÏÐÉ- ÓÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ M_q : T_p´ → T_p´ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, É ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ ËÒÉŒÁÑ fl(t) ⊂ ´, fl(0) = p, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ T_p´, ÔÏ ŒÅËÔÏÒ M_q v ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÉŒÏÊ fl_q (t) = p + q(fl(t) − p). îÁÚÏŒÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÜÌÅÍÅÎÔ ˚ ∈ T^∗_p ´ ⊗ C ËÏŒÅËÔÏÒÏÍ ÔÉÐÁ (1; 0), ÅÓÌÉ ˚(M_qv) = M_q˚(v) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ q ∈ C É v ∈ T_p´. ðÒÉÍÅÒÏÍ ËÏŒÅËÔÏÒÁ ÔÉÐÁ (1; 0) ÑŒÌÑÅÔÓÑ dz, Á d—z | ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ. ëÏŒÅËÔÏÒ d—z ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ˚(M_qv) = M_{q̄}˚(v) | ÔÁËÉÅ ËÏŒÅËÔÏÒÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÔÉÐÁ (0; 1). ëÏŒÅËÔÏÒÙ ÔÉÐÁ (1; 0) (ÓÏÏÔŒ. ÔÉÐÁ (0; 1)) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T^{(1;0)}p ´ (ÓÏÏÔŒ. T^{(0;1)}p ´) ÎÁÄ C , ËÏŒÅËÔÏÒ dz (ÓÏÏÔŒ. d—z) ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÎÅÍ ÂÁÚÉÓÏÍ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, T^∗_p ´ ⊗ C = T^{(1;0)}p ´ ⊕ T^{(0;1)}p ´.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ) ÆÕÎËÃÉÉ f : ´ → C ËÌÁÓÓÁ C^1 ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ df: ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T^∗´ ⊗ C ), ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ Œ ÔÏÞËÅ p ∈ ´ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ df(p) ∈ T^∗_p ⊗ C , ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ df(p)(v) =^d_{dt} f(fl(t)) | |_{t=0}, ÇÄÅ fl(t) | ËÒÉŒÁÑ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ŒÅËÔÏÒ v. œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÅÓÌÉ f(x + iy) = u(x; y) + iv(x; y), ÔÏ

df = ( @u @x + i @v @x ) dx + ( @u @y + i @v @y ) dy = = 1 2 ( ( @u @x + @v @y ) + i( @v @x − @u @y ) ) (dx + idy) + 1 2 ( ( @u @x − @v @y ) + i( @v @x + @u @y ) ) (dx − idy)

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ dz = dx + idy É ÐÒÉ d—z = dx − idy Œ ÜÔÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ,^{@f}_{@z} É @f @z̄ äÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ d—z = dx − idy ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ.

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ dz = dx + idy ÄÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁŒÅÎ^{@u}_{@x} + i^{@v}_{@x} = f^′(z). ôÏ ÅÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ

ôÅÏÒÅÍÁ 1^{′′} (ÕÓÌÏŒÉÑ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ, ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ Ó^@_{@z̄} ). æÕÎËÃÉÑ f : ´ → C ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^1 É^{@f}_{@z̄} = 0.

éÌÉ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1^{′′′} (ÕÓÌÏŒÉÑ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ, ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ Ó 1-ÆÏÒÍÏÊ). æÕÎËÃÉÑ f : ´ → C ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ p ∈ ´ ËÏŒÅËÔÏÒ df(p) ÉÍÅÅÔ ÔÉÐ (1; 0). åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ, ÔÏ df(z) = f^′(z) dz.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÕÀ 1-ÆÏÒÍÕ ÔÉÐÁ (1; 0), ÔÏ ÅÓÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ ˚ = f(z) dz, ÇÄÅ f | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^1 (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ). ðÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ d˚ =^{@f}_{@x} dx ∧ dz +^{@f}_{@y} dy ∧ dz =^{@f}_{@z} dz ∧ dz +^{@f}_{@z̄} d—z ∧ dz =^{@f}_{@z̄} d—z ∧ dz. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÕÓÌÏŒÉÊ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1^{IV} (ÕÓÌÏŒÉÑ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ, ÕÓÌÏŒÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ). æÕÎËÃÉÑ f : ´ → C ËÌÁÓÓÁ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^1 É 1-ÆÏÒÍÁ f(z) dz ÚÁÍËÎÕÔÁ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ). ðÕÓÔØ ´ ⊂ C | ÏÂÌÁÓÔØ Ó ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ @´, Á f : ´ → C | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ´ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ. ôÏÇÄÁ ∫ @� f(z) dz = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÉŒÕÀ (ÉÌÉ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ËÒÉŒÙÈ, ÅÓÌÉ @´ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÏÍÐÏ- ÎÅÎÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ) fl_”, ÌÅÖÁÝÕÀ ŒÎÕÔÒÉ ÏÂÌÁÓÔÉ ´ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ” ÏÔ ÇÒÁÎÉÃÙ. æÏÒÍÁ f(z) dz ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ ´ ÚÁÍËÎÕÔÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1^{IV}, ÏÔËÕÄÁ ∫ fl_” f(z) dz = 0 ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ óÔÏËÓÁ. õÓÔÒÅÍÌÑÑ ” → 0 É ÐÏÌØÚÕÑÓØ

ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØÀ f, ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. □

ðÒÉÍÅÒ 3 (ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ). œÙÞÉÓÌÉÍ ∫_∞ −∞ dx 1+x^2

def= lim_{R→∞}

∫_R −R dx 1+x^2 . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÏÂÌÁÓÔØ U_R | ÐÏÌÕËÒÕÇ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÒÁÄÉÕÓÁ R É ÌÅÖÁÝÉÊ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ. çÒÁÎÉÃÁ ÏÂÌÁÓÔÉ @U_R ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [−R; R] ⊂ R É ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ !_R. ïÞÅŒÉÄÎÏ, max_{x∈!R} |^1_{1+x2} | = o(1=R) ÐÒÉ R → ∞, Á ÄÌÉÎÁ !_R ÒÁŒÎÁ ßR ÏÔËÕÄÁ ∫ !_R dx 1+x^2 → 0 ÐÒÉ R → ∞. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ∫_∞ −∞ dx 1+x^2 =

lim_{R→∞} ∫ @U_R dx 1+x^2 .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÌÁÓÔØ ´_{Rr} = U_R \ ˙_r , ÇÄÅ ˙_r | ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ i. ïÞÅŒÉÄÎÏ, Œ ´_{Rr} ÆÕÎËÃÉÑ 1=(x^2 + 1) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ, É ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÛÉ ∫ @�_R dx 1+x^2 = 0. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ∫ @U_R dx 1+x^2 = ∫ @�_r dx 1+x^2 .

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ^1_{x2+1} =^1_{2i}

(_1 x−i −^1_{x+i} ) . œÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ÓËÏÂËÅ | ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ Œ ËÒÕÇÅ ˙_r , ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÛÉ ∫ @�_r dx x+i = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ∫ @�_r dx 1+x^2 = 1 2i ∫ @�_r dx x−i . ïËÒÕÖÎÏÓÔØ @˙_r ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ËÒÉŒÕÀ fl(t) = i + re^{it}, 0 ≤ t ≤ 2ß, ÏÔËÕÄÁ ∫ @�_r dx x−i =

∫_{2ß} 0 fl(t)^{∗ dx}_{x−i} =

∫_{2ß} 0 rie^{it} re^{it} dt = 2ßi.

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ, ∫_∞ −∞ dx 1+x^2 = ß.