íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ëïíðìåëóîùê áîáìéú

ìåëãéñ 2

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ; É ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÄŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

ìÅÍÍÁ 1. ðÒÉ ŒÓÑËÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ^1_{zn} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÐÏ z ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ K, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÔÏÞËÉ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÍÅÅÍ:^1_h

(_1

(z+h)^n − 1 z^n ) −^n_{zn+1} =^{hPn (z;h)}

(z+h)^n z^n , ÇÄÅ Pn(z; h) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n − 2. œ ÓÉÌÕ

ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c_1; c_2 ¿ 0, ÞÔÏ |P_n(z; h)| ¡ c_1 É |z^n(z + h)^n| ¿ 1=c_2 ÐÒÉ ŒÓÅÈ z ∈ K É ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ h. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ | | |^1_h

(_1

(z+h)^n − 1 z^n ) −^n_{zn+1} | | | ¡ c1c2 |h| ⇒ 0. □

ìÅÍÍÁ 2. òÑÄ ∑_∞ n=0 z^n ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë 1=(1 − z) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ z ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ, ÌÅÖÁÝÅÍ Œ ËÒÕÇÅ {z | |z| ¡ 1}. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. (1) (ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉ) ðÕÓÔØ ´ ⊂ C | ÏÂÌÁÓÔØ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ @´, z ∈ ´ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ, Á f : ´ → C | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ @´. ôÏÇÄÁ f(z) =^1_{2ßi} ∫ @� f(w)

w−z dw.

(2) (ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÔÉÐÁ ëÏÛÉ) åÓÌÉ ’ : @´ → C | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : ´ → C , ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ f(z) =^1_{2ßi} ∫ @� ’(w)

w−z dw, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ fl(t) = z + re^{it} | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÍÁÌÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ r, ÌÅÖÁÝÁÑ ÃÅÌÉËÏÍ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ´. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÛÉ ∫ @� f(w)

z−w dw = ∫ fl f(w)

w−z dw =

∫_{2ß} 0 f(z+re^{it} ) re^{it} ire

it dt = i

∫_{2ß} 0 f(z + re^{it}) dt = if(z)

∫_{2ß} 0 dt + i ∫_{2ß} 0 (f(z + re^{it}) − f(z)) dt. œÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ r → 0, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ É ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ r, ÔÏ ŒÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, É ∫ @� f(w)

z−w dw = 2ßif(z).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÃÉÑ ’ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. éÚ ÌÅÍÍÙ 1 (ÐÒÉ n = 1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f(z) = 1 2ßi ∫ @� ’(w)

w−z dw ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ: f^′(z) =^d_{dz} ∫ @� ’(w)

w−z dw = ∫ @� d dz ’(w)

w−z dw = ∫ @� ’(w) (w−z)^2 . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ. □

úÁÄÁÞÁ-ÐÒÅÄÕÐÒÅÖÄÅÎÉÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ z_0 ∈ @´, ÔÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÕÎËÔÁ 2 ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ lim_{z→z0} f(z) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÌÉ ÎÅ ÒÁŒÅÎ ’(z_0).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ´. ôÏÇÄÁ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ f^{(n)}, ŒÓÅ ÜÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ´ É ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f^{(n)}(z) =^{n!}_{2ßi} ∫ @� f(w) (w−z)^{n+1} dw.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ëÏÛÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚ. □

äÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÑ, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÇÏÒÁÚÄÏ ÈÕÖÅ: ÆÕÎËÃÉÑ g(x) = x^k |x| ÉÍÅÅÔ Œ ÎÕÌÅ k ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ, ÎÏ (k + 1)-Ñ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

åÝÅ ÏÄÎÉÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ìÉÕŒÉÌÌÑ). æÕÎËÃÉÑ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÎÁ ŒÓÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ C É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎ- ÔÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ˙_R | ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÏÇÄÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, f^′(z) =^1_{ßi} ∫ �_R f(w) (w−z)^2 dw, ÅÓÌÉ |z| ¡ R. ðÕÓÔØ |f(z)| ¡ M , ÔÏÇÄÁ |f

′(z)| ¡^1_ß · 2ßR · M ·^1_{R2} =^{2M}_R .

õÓÔÒÅÍÌÑÑ R → ∞, ÐÏÌÕÞÉÍ f^′(z) = 0, ÏÔËÕÄÁ f(z) = const. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ (\ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ"). œÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ: ÐÕÓÔØ P (z) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÂÅÚ ËÏÒÎÅÊ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏ- ÓÔÉ P (z) = z^n + : : : (ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÔÏÞÉÅ | ÞÌÅÎÙ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ), ÏÔËÕÄÁ |P (z)| → ∞ ÐÒÉ |z| → ∞. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ R, ÞÔÏ ÐÒÉ |z| ¿ R ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |P (z)| ¿ 1. ëÒÕÇ ˙_R = {z | |z| ≤ R} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÏÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÎÁ ÎÅÍ ÆÕÎËÃÉÑ |P (z)| ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÓŒÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ m. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ P ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ, m ¿ 0. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ |P (z)| ¿ M = min(m; 1) ÄÌÑ 1

ŒÓÅÈ z ∈ C . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, |1=P (z)| ¡ 1=M . ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ 1=P (z) ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÆÕÎËÃÉÑ f(z) = 1=P (z) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÎÁ ŒÓÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f(z) = const: ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÉÕŒÉÌÌÑ, ÏÔËÕÄÁ P (z) = const. □

äÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ Œ ËÒÕÇÅ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ, ÞÅÍ ÎÁÌÉÞÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ | ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔØ:

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ËÒÕÇÅ D Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ z ∈ D ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(z) = ∑_∞ n=0 c_n(z − a)^n, ÇÄÅ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ D. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ c_n ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ c_n = f^{(n)}(a)=n!.

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÕ ËÒÕÇÁ, ÔÏ c_n =^1_{2ßi} ∫ @D f(w) (w−z)^{n+1} dw. œ ÌÀÂÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ ŒÍÅÓÔÏ @D ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ !, ÌÅÖÁÝÕÀ ŒÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ R = ∞, ÔÏ ÅÓÔØ ËÒÕÇ ÜÔÏ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÕÇ D_r Ó ÒÁÄÉÕÓÏÍ, ÓÌÅÇËÁ ÍÅÎØÛÉÍ, ÞÅÍ Õ D, É Ó ÔÅÍ ÖÅ ÃÅÎÔÒÏÍ a. æÕÎË- ÃÉÑ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ËÒÕÇÅ D_r É ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ Ë ÎÅÊ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÏÒ- ÍÕÌÁ ëÏÛÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ÜÔÏÊ w ∈ @D_r , Á z ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |z − a| = |w − a| ¡ 1. ôÏÇÄÁ^1_{w−z} =^1_{w−a}^1_{1−(z−a)=(w−a)} = ∑_∞ n=0 (z−a)^n (w−a)^{n+1} , ÐÒÉÞÅÍ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ, ÒÁŒ-

ÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ z ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ D_r É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ w ∈ @D_r . ðÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f(w) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÑÄ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÐÏÞÌÅÎÎÏ: f(z) =^1_{2ßi} ∑_∞ n=0(z − a)^n ∫ @D_r f(w) (w−z)^{n+1} dw, ÐÒÉÞÅÍ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ

ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ É ÐÏÓÌÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ c_n É ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ c_n = f^{(n)}(a)=n! ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. □

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅŒÏÚÍÏÖÅÎ ÐÒÉÍÅÒ ÔÉÐÁ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g(x) = e^{−1=x2} , ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ËÏÔÏÒÏÊ Œ ÎÕÌÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÎÁ ÓŒÑÚÎÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ´ ⊂ C É ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ ´, ÔÏ ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ŒÓÀÄÕ ÎÁ ´.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ ´ | ËÒÕÇ, Á U ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒ: Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÂÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ´ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ËÒÕÇÏŒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÃÅÎÔÒ ÐÅÒŒÏÇÏ ËÒÕÇÁ ÌÅÖÁÌ Œ U , Á ÃÅÎÔÒ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ËÒÕÇÁ | ŒÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ. □

äÌÑ ÇÌÁÄËÉÈ (ÄÁÖÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ) ÆÕÎËÃÉÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÔÁËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏÓÔÉ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ, ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] É ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÅÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÎÅ ÎÅÇÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. ðÕÓÔØ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ôÅÊÌÏÒÁ ∑_∞ n=0 c_n(z − a)^n ÆÕÎËÃÉÉ f ÒÁŒÅÎ R. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ z ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ |z − a| = R É ÆÕÎËÃÉÀ f ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ Œ ÔÏÞËÕ z ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÒÁŒÅÎ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÏÔ ÔÏÞËÉ a ÄÏ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ Ë ÎÅÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÓÕÍÍÙ f(z) ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ.

ðÒÉÍÅÒ 1. éÍÅÅÍ 1=(1 + z^2) = ∑_∞ n=0(−1)^nz^{2n}; ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁŒÅÎ 1. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÌÅÖÉÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ | ÐÏÌÀÓ z = i. œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ ÐÒÉ |z| ≥ 1 ÎÅÏÂSSÑÓÎÉÍÁ | ÎÉÞÅÇÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏÇÏ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÐÒÉ z = ±1 ÎÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ R ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁ áÄÁÍÁÒÁ 1=R = lim_{n→∞}^n √ |c_n|, ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 2 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÃÅÎÉŒÁÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ ÒÏÓÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ c_n, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ f(z).

åÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ | ÎÅ ËÒÕÇ, Á ËÏÌØÃÏ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÅ ŒÁÖÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ:

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ Œ ËÏÌØÃÅ A = D_R \ D_r , ÇÄÅ D_R, D_r | ËÒÕÇÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ a É ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ R É r. ôÏÇÄÁ f(z) = ∑_∞ n=0 c_n(z − a)^n + ∑_{−1} n=−∞ cn(z − a)

n. òÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ z ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÏÌØÃÁ A, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÅÇÏ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n ∈ ZÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ c_n =^1_{2ßi} ∫ ! f(w) (w−z)^{n+1} dw, ÇÄÅ ! | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ a, ÌÅÖÁÝÁÑ ŒÎÕÔÒÉ ËÏÌØÃÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁË É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 3, ÓÌÅÇËÁ ÕÍÅÎØÛÉÍ R É ÕŒÅÌÉÞÉÍ r, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÏÄÏÌÖÁÌÁÓØ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÕ ËÏÌØÃÁ A. ôÅÐÅÒØ f(z) =^1_{2ßi} ∫ @D_R f(w) (w−z) dw − 1 2ßi ∫ @D_r f(w) (w−z) dw. œ ÐÅÒŒÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ

ÒÁÚÌÏÖÉÍ 1=(w−z) Œ ÒÑÄ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 3, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÐÏÌÏÖÉÍ^1_{w−z} = ∑_∞ n=0 (w−a)^n (z−a)^n .

üÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ËÏÌØÃÅ A ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ z ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ w ∈ @D_r , ÐÏÓËÏÌØËÕ |w − a| = |z − a| ¡ 1 ÐÒÉ w ∈ @D_r É z ∈ A. äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ | ËÁË Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 3. □

òÑÄ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ ìÏÒÁÎÁ. ôÅÏÒÅÍÁ ŒÅÒÎÁ É Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ r = 0 É ËÏÌØÃÏ A ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÒÕÇ Ó ŒÙËÏÌÏÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ. ëÁË É Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 3, ŒÏÚÍÏÖÎÏ R = ∞.