íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ëïíðìåëóîùê áîáìéú

ìåëãéñ 3

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a É ÎÅ ÒÁŒÎÁ Œ ÎÅÊ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÞÉÓÌÏ k ≥ 0 É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f(z) = (z −a)^kg(z) É g(a) ≠ 0. æÕÎËÃÉÑ f ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ f(a) = f^′(a) = · · · = f^{(k−1)}(a) = 0, ÎÏ f^{(k)}(a) ≠ 0. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÌÅËÃÉÉ 2 ÆÕÎËÃÉÀ f(z) ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ: f(z) = ∑_∞ n=0, ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ É ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a. ðÕÓÔØ k | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ c_k ≠ 0, É g(z) = ∑_∞ n=0 c_{n+k}(z − a)^n. œ ÓÉÌÕ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄ ÄÌÑ g(z) ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÐÏÞÌÅÎÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ g ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ, c_n =^1_{n!} f^{(n)}(a), ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. □

þÉÓÌÏ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÎÕÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ a.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. åÓÌÉ U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÓŒÑÚÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, f : U → C | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É f(a) = 0, ÔÏ ÌÉÂÏ a | ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÎÕÌØ (Ô.Å. f(z) ≠ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË z ≠ a, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ Ë a), ÌÉÂÏ f(z) ≡ 0 ÎÁ ŒÓÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2 (ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1). åÓÌÉ U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÓŒÑÚÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÆÕÎËÃÉÉ f : U → C É g : U → C ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ´ ⊂ U , ÉÍÅÀÝÅÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ a ∈ U , ÔÏ ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ŒÓÀÄÕ. ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ D | ËÒÕÇ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ a ∈ C , Á f : D \ {a} → C | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÅŒ:

(1) (ÕÓÔÒÁÎÉÍÁÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ) æÕÎËÃÉÑ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Œ D \ {a}. ôÏÇÄÁ ÏÎÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ~f : D → C | Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim_{z→a} f(z).

(2) (ÐÏÌÀÓ) lim_{z→a} f(z) = ∞. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ k ¿ 0 (ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÐÏÌÀÓÁ), ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ (z − a)^kf(z) ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ŒÓÅÍ D, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ Œ ÔÏÞËÅ a. (3) (ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ) ðÒÅÄÅÌ lim_{z→a} f(z) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÎÅ ÒÁŒÅÎ ∞). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ D, a ∈ U , ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f(U ) ÐÌÏÔÎÏ Œ C .

ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÌÅËÃÉÉ 2, ÆÕÎËÃÉÀ f, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÕÀ Œ D \ {a}, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ z − a: f(z) = ∑ n≥0 c_n(z − a)^n + ∑ n¡0 c_n(z − a)^n. ïÞÅŒÉÄÎÏ, Œ ÓÌÕÞÁÅ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÍ c_n = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ¡ 0, Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÀÓÁ c_n = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ¡ −k, Á Œ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ c_n Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÂÏÌØÛÉÍÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. óÌÕÞÁÊ 1. ðÕÓÔØ |f(z)| ≤ C ÐÒÉ ŒÓÅÈ z ∈ D \ {a}. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n ¿ 0 ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ c_{−n} ÒÑÄÁ ìÏÒÁÎÁ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ c_{−n} = ∫ !_r (z − a)

n−1f(z) dz, ÇÄÅ !_r | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó ÃÅÎÔÒÏÍ a, ÉÍÅÅÍ |c_{−n}| ≤ 2ßr^nC. ðÏÓËÏÌØËÕ r ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ c_{−n} = 0. ôÅÐÅÒØ ÐÏÌÏÖÉÍ ~f (z) = ∑_∞ n=0 c_n(z − a)^n, ÇÄÅ c_n | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ ìÏÒÁÎÁ (ôÅÊÌÏÒÁ) ÆÕÎËÃÉÉ f.

óÌÕÞÁÊ 2. ðÕÓÔØ f(z) → ∞ ÐÒÉ z → a. ôÏÇÄÁ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ |f(z)| ¿ 1. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ g(z) = 1=f(z) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Œ D \ {a}. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÕÎËÔÕ 1, g ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÏ ŒÓÅÍ D; ÐÕÓÔØ k ¿ 0 | ÐÏÒÑÄÏË ÎÕÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ g Œ ÔÏÞËÅ a. ôÏÇÄÁ g(z) = (z − a)^kh(z), ÇÄÅ h | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É h(a) ≠ 0. æÕÎËÃÉÑ (z − a)^kf(z) = 1=h(z) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÎÁ ŒÓÅÍ ËÒÕÇÅ D.

óÌÕÞÁÊ 3. ïÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ: ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÒÕÇÁ U ⊂ D ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f(U \{a}) ÎÅ ÐÌÏÔÎÏ Œ C . éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ b ∈ C É ” ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |f(z) − b| ¿ ” ÐÒÉ ŒÓÅÈ z ∈ U . ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ g(z) = 1=(f(z)−b) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Œ U \ {a} | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ŒÓÅÍ U . åÓÌÉ k ¿ 0 | ÐÏÒÑÄÏË ÎÕÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ g(z) Œ ÔÏÞËÅ a, ÔÏ (z − a)^kf(z) = b(z − a)^k + h(z), ÇÄÅ h(a) ≠ 0. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ lim_{z→a} f(z) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÅÎ), ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ. □

ðÕÓÔØ f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ŒÏ ŒÎÅÛÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÒÕÇÁ ˙ ⊂ C . âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÕÓÔÒÁÎÉÍÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ/ÐÏÌÀÓ/ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ g(z) = f(1=z) ÉÍÅÅÔ ÔÁËÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ Œ ÎÕÌÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. æÕÎËÃÉÑ f(z), ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÎÁ ŒÓÅÍ C ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÞÅË a_1; : : : ; a_n É ÉÍÅÀÝÁÑ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ, Á ÔÁËÖÅ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÀÓÁ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ. ïÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ

∑_k j=1 ∑_{kj} ‘=1 ff_{j‘}=(z − a_j)^‘ + ∑_{k∞} ‘=0 ff_{∞‘}z^‘, ÇÄÅ k_1; : : :; k_n; k_∞ | ÐÏÒÑÄËÉ ÐÏÌÀÓÏŒ Œ ÔÏÞËÁÈ a_1; : : : ; a_n É Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. 1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ n: ÐÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ n = 0, ÔÁË ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ ÔÏÌØËÏ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÏÓÔÉ. òÁÚÌÏÖÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ g(z) = f(1=z) Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ z = 0: g(z) = ∑_∞ n=−k_∞ cnz

n. æÕÎËÃÉÑ h(z) = g(z) − ∑_{−1} n=−k_∞ cnz

n ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ŒÓÀÄÕ ÎÁ C É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ (ÐÏÓËÏÌØËÕ g(z) → f(0) ÐÒÉ z → ∞) | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f(z) = ∑_{k∞} n=0 c_{−n}z^n.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ n ÒÁÚÌÏÖÉÍ f(z) Œ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ z = a_1: f(z) = ∑_∞ n=−k_1 cn(z − a1) n. æÕÎËÃÉÑ g(z) = f(z) − ∑_{−1} n=−k_1 cn(z − a1)

n ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÁ Œ ÔÏÞËÁÈ a_2; : : : ; a_n É Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ g(z) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ É ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÒÏÂÉ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ É f(z). □

ìÅÍÍÁ . ðÕÓÔØ k ≥ 2 | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ (É ÄÁÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ) ÆÕÎËÃÉÉ f : C → C , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ f^k (z) ≡ z. ôÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ Œ ÌÀÂÏÊ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ C , ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÕÌÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ z → z^k ÑŒÌÑÅÔÓÑ k-ÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ C , ÎÅ ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÅÍ ÎÕÌÑ. îÁÄ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ˙ = {z | |z| = 1} ÜÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÅÞÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÑ f : C → C , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ f^k(z) ≡ z, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

åÓÌÉ U ⊂ C \ {0} ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ, ÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ. üÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÒÁŒÎÁ f^′(z) = f(z)=(kz) É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ŒÏ ŒÓÅÍ U . □

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÐÒÉÎÃÉÐ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ). ïÂÒÁÚ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÉ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÏÍ ÇÏ- ÌÏÍÏÒÆÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÏÔËÒÙÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÓŒÑÚÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É a ∈ U . íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ b = f(a) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ f(U ), ÅÓÌÉ f ≠ const.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ k ÐÏÒÑÄÏË ÎÕÌÑ Œ ÔÏÞËÅ a ÆÕÎËÃÉÉ f(z) − b; ÔÏÇÄÁ f(z) = b + (z − a)^kg(z), ÇÄÅ g(a) ≠ 0. åÓÌÉ V | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a, ÔÏ ÏÂÒÁÚ g(V ) ÌÅÖÉÔ Œ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Œ C \ {0}. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ h, ÞÔÏ g(z) = h^k(z) ÐÒÉ z ∈ V . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f(z) = b + ((z − a)h(z))^k, É h(a) ≠ 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÒÁÚÌÏÖÅÎÏ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÄŒÕÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ: z → s(z) = b + z^k É z → r(z)^{def}= (z − a)h(z). ðÏÓËÏÌØËÕ r^′(a) ≠ 0, ÔÏÞËÁ 0 = r(a) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÄÌÑ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ r(V ) ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ s ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÏÔËÒÙÔÏÅ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÁ b = s(0) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ s(r(V )) = f(V ), Á ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ f(U ) ⊃ f(V ). □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3 (ÐÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÍÏÄÕÌÑ). ðÕÓÔØ V ⊂ C | ËÏÍÐÁËÔ, É f | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊃ V . ôÏÇÄÁ max_{z∈V} |f(z)| ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ V . éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÆÕÎËÃÉÑ |f(z)| ÎÅ ÉÍÅÅÔ Œ ÔÏÞËÁÈ z ∈ U ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÍÁËÓÉÍÕÍÏŒ. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë ÆÕÎËÃÉÑÍ ± Re f(z) É ± Im f(z).