íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ëïíðìåëóîùê áîáìéú

ìåëãéñ 5

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ÐÒÉÎÃÉÐ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ). ðÕÓÔØ U ⊂ C | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ @U , É f : U → C | ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÎÅÊ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÎÕÌÅÊ É ÐÏÌÀÓÏŒ a_1; : : : ; a_n, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÁÑ ÎÁ ´ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É ÂÅÚ ÎÕÌÅÊ. åÓÌÉ a_k | ÎÕÌØ, ÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄÏË m_k; ÅÓÌÉ a_k | ÐÏÌÀÓ, ÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄÏË −m_k (ÔÁË ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ m_k ¡ 0). ∫ @U f^′ (z) f(z) dz = 2ßi ∑ k m_k = 2ßih, ÇÄÅ h | ÓÔÅÐÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f(z)= |f(z)| : ´ → S^1.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ f | ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÅÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^′=f ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÙ Œ ÎÕÌÑÈ É ÐÏÌÀÓÁÈ f. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ a | ÎÕÌØ ÐÏÒÑÄËÁ m, ÔÏ Res_{z=a} f^′(z)=f(z) dz = m, Á ÅÓÌÉ a | ÐÏÌÀÓ ÐÏÒÑÄËÁ m, ÔÏ Res_{z=a} f^′(z)=f(z) dz = −m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÌÅÖÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÎÕÌØ ÉÌÉ ÐÏÌÀÓ ÆÕÎËÃÉÉ f | ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÕÓÔØ a | ÎÕÌØ ÐÏÒÑÄËÁ m. ôÏÇÄÁ f(z) = (z − a)^mg(z), ÇÄÅ g | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É g(a) ≠ 0. ôÏÇÄÁ f^′(z)=f(z) = m=(z − a) + g^′(z)=g(z), ÏÔËÕÄÁ ∫ @U f^′(z) f(z) dz = 2ßim (ŒÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÇÏ

ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ). òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÀÓÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÍ ÇÒÁÎÉÃÕ @U , Ô.Å. ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÌÁÄËÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fl : S^1 → @U (ÅÓÌÉ @U ÎÅÓŒÑÚÎÁ, ÔÏ ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÅÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ˚ = dz=z; ÔÏÇÄÁ ∫ @U f^′(z)=f(z) dz = ∫ @U f^∗˚ = ∫ S^1 (f ∘fl)

∗˚. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ∘ fl : S^1 → C \ {0} ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÔ ËÒÉŒÕÀ f(@U ); ÜÔÁ ËÒÉŒÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ (Œ C \ {0}) ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÊÄÅÎÎÏÊ h ÒÁÚ. æÏÒÍÁ ˚ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ C \ {0} É ÐÏÔÏÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÁ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÁ (f ∘ fl)^∗˚ ÎÁ S^1 ÔÁËÖÅ ÚÁÍËÎÕÔÁ. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ∫ S^1 (f ∘ fl)

∗˚ = h ∫ S^1 ˚ = 2ßih. □

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ U ⊂ C | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É f_1; : : : ; f_n; · · · : U → C | ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : U → C ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ K ⊂ U . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_i ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙ: f_i(z) ≠ f_i(w) ÐÒÉ z ≠ w. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f ÌÉÂÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ, ÌÉÂÏ ÔÁËÖÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÁÈ K ⊂ U ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ f^′_n → f^′ (Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÙÓÛÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ, ÎÏ ÏÎÁ ÎÁÍ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ).

ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ z; w ∈ U ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f(z) = f(w) = a. åÓÌÉ f ≠ const:, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f^{−1}(a) ⊂ U ÎÅ ÉÍÅÅÔ Œ U ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ´ ⊂ U , ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ z É w É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(x) ≠ a ÐÒÉ x ∈ @´. çÒÁÎÉÃÁ @´ ËÏÍÐÁËÔÎÁ, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ g^′_n=g_n → g^′=g ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ @´, ÇÄÅ g_n(z) = f_n(z) − a É g(z) = f(z) − a. æÕÎËÃÉÉ g_n ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ∫ @� g^′_n(z)=g_n(z) dz ÒÁŒÅÎ 2ßi ÉÌÉ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ n. æÕÎËÃÉÑ g(z) ÉÍÅÅÔ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ´ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄŒÁ ÎÕÌÑ É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÏŒ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ∫ @� g^′(z)=g(z) dz = 2ßih, ÇÄÅ h ≥ 2 | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. □