íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ëïíðìåëóîùê áîáìéú

ìåëãéñ 8

äÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ X ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ M(X) ÐÏÌÅ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÅÊ. ðÕÓÔØ ËÒÉŒÁÑ X ËÏÍ- ÐÁËÔÎÁ, É P (z; t) = t^n + c_1(z)t^{n−1} + · · · + c_n(z) ∈ M(X)[T ] | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ c_1; : : : ; c_n ∈ M(X). ðÏÓËÏÌØËÕ P ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÅÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ´(z) ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ M(X) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÀ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÔÏÞËÉ z ∈ X. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ z ∈ X É a ∈ C ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ P (z; a) = 0 É^{@P}_{@t} (z; a) ≠ 0. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏÓÔÏË ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ z ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(z) = a É P (x; f(x)) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ U .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÒÏÓÔËÁ (f; z). ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ´(z) ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÀ, ÏÎ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ x_1; : : : ; x_N . éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ËÒÕÇÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÏÓÔÏË (f; z) ÍÏÖÎÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ŒÏ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ, ËÒÏÍÅ x_1; : : : ; x_N É ÐÏÌÀÓÏŒ ÆÕÎËÃÉÊ c_1; : : : ; c_n | ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚÏÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ß : A(f; z) → X ÑŒÌÑÅÔÓÑ X \ T , ÇÄÅ T | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ß : A(f; z) → X \ T | ËÏÎÅÞÎÏÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ (ÞÉÓÌÏ ÌÉÓÔÏŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ n). óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÌÅËÃÉÉ 7, ÍÏÖÎÏ ŒÌÏÖÉÔØ A(f; z) Œ ËÏÍÐÁËÔÎÕÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ËÒÉŒÕÀ Y ÔÁË, ÞÔÏ Y \ A(f; z) ÓÏ- ÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË, Á ß ÐÒÏÄÏÌÖÉÔÓÑ ÄÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ß : Y → X. îÁ ËÒÉŒÏÊ Y ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÁËÖÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ~f | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÒÏÓÔËÁ f. åÓÌÉ U ⊂ X | ÍÁÌÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ z, É p = (g; y) ∈ W (U; f) ⊂ A(f; z), ÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ y ∈ U , Á (g; y) | ÒÏÓÔÏË ÓÁÍÏÊ f, ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÙÊ Ó ÒÏÓÔËÏÍ (f; z); ÐÏÜÔÏÍÕ ~f (p) = g(y) = f(y). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ p ∈ W (U; f) ÆÕÎËÃÉÑ ~f ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ P (ß(p); ~f(p)) = 0 | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ, ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÜÔÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÎÁ ŒÓÅÊ (ÓŒÑÚÎÏÊ !) ËÒÉŒÏÊ Y .

ëÒÉŒÕÀ Y ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ P (z; t) = 0. úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÁÔØ), ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ C P^1 .

ó ËÁÖÄÙÍ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ F : X → Y ÓŒÑÚÁÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÅÊ F^∗ : M(Y ) → M(X), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ F^∗(f)(x) = f(F (x)).

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ X; Y | ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÓŒÑÚÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ, É F : X → Y | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ n. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F^∗ : M(Y ) → M(X) | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, É dim(M(X)=F^∗(M(Y ))) ≤ n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ F^∗(g) ≡ 0, ÔÏ g ≡ 0 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ F (X) ⊂ Y . óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÌÅËÃÉÉ 7 ÉÍÅÅÍ F (X) = Y , ÏÔËÕÄÁ g = 0 É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F^∗ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÁ.

ðÕÓÔØ y ∈ Y | ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F , ÔÁË ÞÔÏ F^{−1}(y) = {x_1; : : :; x_n}. ðÕÓÔØ g ∈ M(X). ðÏÌÏÖÉÍ P_i(y) = e_i(g(x_1); : : : ; g(x_n)), ÇÄÅ e_i(z_1; : : : ; z_n) | i-Ñ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ P_i ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙ, É g^n + F^∗(P_1)g^{n−1} + · · · + F^∗(P_n) = 0 ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ x ∈ X \ F^{−1}(F (S)). ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F^{−1}(F (S)) ËÏÎÅÞÎÏ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÁËÖÅ É ÐÒÉ x ∈ F^{−1}(F (S)). ôÅÍ ÓÁ- ÍÙÍ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ M(X) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ n Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ F^∗(M(Y )). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ M(X) = F^∗(M(Y ))(h) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ h; ÆÕÎË- ÃÉÑ h | ËÁË É ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ | ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ n. ðÏÜÔÏÍÕ dim(M(X)=F^∗(M(Y ))) = dim_F ∗_{(M(Y ))} F^∗(M(Y ))(h) ≤ n. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ŒÓÅÇÄÁ ÒÁŒÎÁ n. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ g ∈ M(X), ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÕÀ Œ ÔÏÞËÁÈ x_1; : : : ; x_n ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ | ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÌÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ m ¡ n Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ F^∗(M(Y )), ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ m. îÏ Œ ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÎÅ ÓÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÕÓÔØ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 G : X → X | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ F ∘ G = F (Ô.Å. G ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÌÏÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F ). ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G^∗ : M(X) → M(X), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ G^∗f = f ∘ G | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÄÐÏÌÑ F^∗M(Y ) ⊂ M(X). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, G^∗ | ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ [M(X) : M(Y )].

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ G^∗, ÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.

úÁÄÁÞÁ. œÙŒÅÄÉÔÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 3 ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 1. 1

ôÅÏÒÅÍÁ 2. œÓÑËÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÒÏÄÁ 1 ÂÉÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ E_L, Ô.Å. ÆÁËÔÏÒÕ C =L, ÇÄÅ L ⊂ C | ÒÅÛÅÔËÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÒÏÄÁ 1, Á % : Y → X | ÅÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÅÂÅ ÉÍÅÅÍ ÌÉÂÏ Y = C , ÌÉÂÏ Y = H (ŒÅÒÈÎÑÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ).

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ % : Y → X | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ. ôÏÇÄÁ X = Y =L, ÇÄÅ L | ÇÒÕÐÐÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÂÉÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Y , ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ ß_1(X) É ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÁ Y ÒÁÚÒÙŒÎÏ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ ‘(U ) ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ‘ ∈ L ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 1. çÒÕÐÐÁ L = ß_1(X) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Y ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ: ÐÕÓÔØ y ∈ Y É [fl] ∈ ß_1(X) | ËÌÁÓÓ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ËÒÉŒÏÊ fl : [0; 1] → X, Õ ËÏÔÏÒÏÊ fl(0) = fl(1) = %(y). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ~fl : [0; 1] → Y ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ~fl(0) = y | ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÁËÒÙŒÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ | É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ [fl](y)^{def}= ~fl(1). éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ %(~fl(1)) = %(y), Á ÔÏÞËÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ %^{−1}(%(y)) ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ß_1(X), ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁÚÒÙŒÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÅËÃÉÑ % | ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÂÉÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ [fl] : Y → Y | ÂÉÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. □

ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ Y = C . ÔÏ ÅÓÔØ X = C =L, ÇÄÅ L | ÇÒÕÐÐÁ ÂÉÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ C , Ô.Å. ÎÅÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. éÚ ÌÅÍÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ œ ∈ L, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ œ(z) = z + c ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c ∈ C . çÒÕÐÐÁ L ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÄŒÕÍÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ: u(z) = z + a É v(z) = z + b. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÒÂÉÔÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ z ∈ C ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ L ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÄÉÓËÒÅÔÎÁ, Á ÆÁËÔÏÒ C =L = X ËÏÍÐÁËÔÅÎ, ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ b=a =∈ R, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ L | ÒÅÛÅÔËÁ.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊ X = H ÎÅŒÏÚÍÏÖÅÎ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ X = H=L, ÇÄÅ L | ÇÒÕÐÐÁ ÂÉÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ H, âÉÇÏÌÍÏÒÆÎÙÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ H ÜÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ŒÉÄÁ z →^{az+b}_{cz+d} , ÇÄÅ a; b; c; d ∈ R É ad − bc ¿ 0; ÞÉÓÌÁ a; b; c; d ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ) ÞÉÓÌÏ; ÔÏ ÅÓÔØ ŒÓÑ ÇÒÕÐÐÁ ÜÔÏ PGL^+(2; Z)

ìÅÍÍÁ 2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ∈ PGL^+(2; Z), ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉ ËÌÁÓÓÁ:

(1) üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ: (d − a)^2 + 4bc ¡ 0. ëÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÉÍÅÅÔ Œ H ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÕ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ, Á ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ @H ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÅ ÉÍÅÅÔ.

(2) çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ: (d − a)^2 + 4bc ¿ 0. ëÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ Œ H ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË, Á ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ @H ÉÍÅÅÔ ÄŒÅ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞËÉ (ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ).

(3) ðÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ: (d − a)^2 + 4bc = 0. ëÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ Œ H ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË, Á ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ @H ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞËÉ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ- ÓÔÉ).

îÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ŒÉÄÁ z → az + b; ÅÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ H Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ËÒÕÇÏÍ, ÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ Œ ÏÇÏŒÏÒËÅ ÉÓÞÅÚÎÅÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 2. îÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ z = (az + b)=(cz + d) ⇔ cz^2 + (d − a)z − b = 0. åÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÒÁŒÅÎ (d − a)^2 + 4bc. åÓÌÉ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, ÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÄŒÁ ËÏÒÎÑ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ, ÅÓÌÉ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ | ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ, Á ÅÓÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ | ÄŒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÑ, ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÉÔ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ. □

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ œ ∈ L ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË Œ H, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ L ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÇÉÐÅÒÂÏ- ÌÉÞÅÓËÉÈ É ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ L = Z^2, ÏÎÁ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÄŒÕÍÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ u É v. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ v ÄÏÌÖÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ u (ÌÅÖÁ- ÝÉÅ Œ @H) Œ ÓÅÂÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÅÎÑÔØ ÉÈ ÍÅÓÔÁÍÉ ÏÎÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÇÒÕÐÐÁ L ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÒÑÍÕÀ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ u. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÜÔÁ ÐÒÑÍÁÑ ÅÓÔØ ÍÎÉÍÁÑ ÐÏÌÕÏÓØ (ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ z = 0 É z = ∞), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ u(z) = az É v(z) = bz ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a; b ¿ 0. îÏ ÔÏÇÄÁ ÆÁËÔÏÒ H=L ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÏÍÐÁËÔÅÎ. □