íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ëïíðìåëóîùê áîáìéú

üëúáíåî 15 íáñ 2005 ç

ðÏÖÁÌÕÊÓÔÁ, ÓÏÂÌÀÄÁÊÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ÏÆÏÒÍÌÅÎÉÑ ÒÁÂÏÔÙ:

1) òÁÂÏÔÁ ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÔÉÔÕÌØÎÙÊ ÌÉÓÔ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÆÁÍÉÌÉÑ, ÉÍÑ É ÏÔÞÅÓÔŒÏ ÓÄÁÀÝÅÇÏ ÜËÚÁÍÅÎ, é âïìåå îéþåçï îå îáðéóáîï.

2) òÅÛÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÌÉ ÐÕÎËÔÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÔŒÅÔ, ÄÏÌÖÎÏ ÎÁÞÉÎÁÔØÓÑ ÓÏ ÓÌÏŒÁ \ïÔŒÅÔ", ÚÁ ËÏÔÏÒÙÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔŒÅÔ. üÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ÎÕÖÎÏ ÓÏÂÌÀÄÁÔØ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ Œ ÔÅËÓÔÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÔŒÅÔ É ÔÁË ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ.

úÁÄÁÞÁ 1. œÙÞÉÓÌÉÔÅ

∫_{ß=2} 0 cos^{2n} x dx, n = 0; 1; : : :.

ïÔŒÅÔ:^ß_{22n} C^n_{2n−1} ÐÒÉ n ¿ 0, ß=2 ÐÒÉ n = 0.

úÁÄÁÞÁ 2. ïÐÉÛÉÔÅ ÎÕÌÉ É ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ y − x^2 ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^2 = x^4 − 1. äÌÑ ÎÕÌÅÊ É ÐÏÌÀÓÏŒ ÕËÁÖÉÔÅ ÐÏÒÑÄÏË.

ïÔŒÅÔ: îÁÄ x = ∞ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ 2 ÔÏÞËÉ. ïÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ | ÎÕÌØ (ÕÓÔÒÁÎÉÍÁÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ) ÐÏÒÑÄËÁ 2, ŒÔÏÒÁÑ | ÐÏÌÀÓ ÐÏÒÑÄËÁ 2.

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ M = {z ∈ C | 0 ¡ Im z ¡ 1}. æÕÎËÃÉÑ f : M → C ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÄŒÕÍÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: |f(z)| ¡ 1 É f^′(z) ≠ 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ z ∈ M . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ |f^′(i=2)| ≤ ß.

ïÔŒÅÔ: ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯(z) = e^{ßz} | ÂÉÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ M É ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘(z) =^1_ß ln z. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ g = f ∘˘ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ; ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ |g^′(i)| ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÁÑ i Œ ÃÅÎÔÒ ËÒÕÇÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, g(z) = (z −i)=(z +i); Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ |g^′(i)| = 1. îÏ i = ¯(i=2), ÏÔËÕÄÁ g^′(i) = ˘^′(i)f^′(i=2) = f^′(i=2)=ß.

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ (ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ) a ∈ C ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ e^z = az ÉÍÅÅÔ Á) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ, Â) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ŒÏ ŒÓÅÍ C .

ïÔŒÅÔ: ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ a ÉÍÅÅÍ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ |e^z| ≪ |az|, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ (ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ ŒÏËÒÕÇ ÎÕÌÑ) ÆÕÎËÃÉÉ az − e^z ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË É Õ ÆÕÎËÃÉÉ az, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁŒÅÎ 1. ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎÃÉÑ ÃÅÌÁÑ (ÐÏÌÀÓÏŒ ÎÅÔ), ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ ŒÏ ŒÓÅÍ C ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉËÁÒÁ | ÆÕÎËÃÉÑ e^z=z ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ a ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ.

úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ fl | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. Á) ðÒÉ ËÁËÉÈ z ∈ C ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ f(z) = ∫ fl w̄ dw

w−z ? Â) îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÌÁÓÔØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ É ÏÐÉÛÉÔÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ (ŒËÌÀÞÁÑ ÕÓÔÒÁÎÉÍÙÅ) ÆÕÎËÃÉÉ f.

ïÔŒÅÔ: éÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ |z| ≠ 1 (ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÇÄÁ z ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËÏÎÔÕÒÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ). æÕÎËÃÉÑ f(z) ÒÁŒÎÁ 2ßi=z, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÕÓÔÒÁÎÉÍÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ, Á Œ ÎÕÌÅ | ÐÏÌÀÓ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.