íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ óÅÍÅÓÔÒ 2.

óŒÏÄËÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ

ïÇÌÁŒÌÅÎÉÅ

1. îÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ 2 2. ïÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ É Åč ÓŒÏÊÓÔŒÁ 5 3. þÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ 8 4. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÉ 10 5. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ É ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ 12 6. œÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ 13 7. óÔÁÒÛÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ 14 8. æÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ 15 9. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ 16 10. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ 18 11. ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ R^n 20 12. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 22 13. ëÁÒÔÙ ÄÌÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ 23 14. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÎÇÅ 25

15. áÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ 28

16. çÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ 30

17. üËÓÔÒÅÍÕÍÙ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ 35

18. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 38

19. ëÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ É ËÏÇÒÁÎÉÃÙ 39

20. úÁÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÙ (ËÏÃÉËÌÙ) 41

21. çÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÐÕÔÉ 45

22. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ 47

23. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ 49

24. óÄŒÉÇ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ 52

25. ëÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ 54

1. îÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

îÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ | ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÅÔÒÉËÁ É ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓÏ- ÇÌÁÓÏŒÁÎÙ (ÍÅÔÒÉËÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ, É ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÏÄÕÌØ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ).

æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ x Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ X ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ‖x‖, ÅÇÏ ÎÏÒÍÁ, ÐÒÉÞčÍ:

• ÎÏÒÍÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ É ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ; • ‖x + y‖ ⩽ ‖x‖ + ‖y‖ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ x; y ⩽ X (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ);

•‖˘x ‖ = |˘| · ‖x ‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ x É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ˘. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R (˘ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ), ÏÄÎÁËÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÁčÔÓÑ É ÄÌÑ C, ÔÏÇÄÁ |˘| ÅÓÔØ ÍÏÄÕÌØ ËÏÍÐÌÅËÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ˘.

òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ x; y Œ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔÓÑ ËÁË ‖x −y‖. ïÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ðÒÉÍÅÒÙ. îÏÒÍÕ ŒÅËÔÏÒÁ (x_1; : : : ; x_n ) ∈ R^n ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË |x_1|+ +: : :+|x_n |; ËÁË √ |x_1|^2 + : : : + |x_n |^2 ÉÌÉ ËÁË max(|x_1|; : : : ; |x_n |): ðÏÌÕÞÁÀÔ- ÓÑ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÏÒÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ‖x‖_1, ‖x‖_2 É ‖x‖_∞. ïÂÏÂÝÅÎÉÅ: ÐÏÌÏÖÉÍ ‖x‖_p = (x^p_1 + : : : + x^p_n )^{1=p} :

(ÐÒÉ p = ∞ ÎÁÄÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ).

1 ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ p ¿ 1 ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁÄÁčÔ ÎÏÒÍÕ, Á ÐÒÉ p ¡ 1 | ÎÅÔ. (œ ÔÒčÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ p = 1, p = 2 É p = ∞ ÐÒÏŒÅÒ- ËÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÝÅ, ÞÅÍ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.)

íÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÏÒÍÕ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÄŒÕÈ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ X É Y , ÐÏÌÏÖÉŒ ‖(x; y )‖_{X ×Y} ÒÁŒÎÙÍ ‖x ‖_X + ‖y‖_Y . üÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ‖·‖_1-ÎÏÒÍÁ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÁÎÁÌÏÇ ÎÏÒÍÙ ‖·‖_p .

ðÕÓÔØ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÚÁÄÁÎÙ ÄŒÅ ÎÏÒ- ÍÙ. éÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄŒÅ ÍÅÔÒÉËÉ. üÔÉ ÍÅÔÒÉËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÏÒÍÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ: (1=C )‖x‖_1 ⩽ ‖x‖_2 ⩽ C ‖x‖_1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ C ¿ 0 É ÄÌÑ ŒÓÅÈ x. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÍÅÔÒÉËÉ Œ R^n ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÎÏÒÍÙ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ R ÌÀÂÁÑ ÎÏÒÍÁ ‖·‖ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÁ ÎÏÒÍÅ ‖ · ‖_1 (ÓÕÍÍÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; : : : ; e_n Œ R^n . ôÏÇÄÁ

‖(x_1; : : : ; x_n )‖ = ‖x_1e_1 + : : : + x_n e_n ‖ ⩽ ⩽ ‖x_1e_1‖ + : : : + ‖x_n e_n ‖ = |x_1|‖e_1‖ + : : : + |x_n |‖e_n ‖ ⩽ C ‖x‖_1

ÇÄÅ C = max(‖e_1‖; : : : ; ‖e_n ‖). œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÃÅÎËÁ ÐÏÌÕÞÅÎÁ (ÎÏŒÁÑ ÎÏÒÍÁ ÎÅ ÓÉÌØÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÓÔÁÒÏÊ). ïÔÓÀÄÁ (É ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÌÑ ÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÙ) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÏŒÁÑ ÎÏÒÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ R^n → R (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÁÒÏÊ ÎÏÒÍÙ Œ R^n ). îÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓÔÁÒÏÊ ÎÏÒÍÙ) ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÓÀÄÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÉÌÕ Åč ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ É ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ (ÜÔÁ ÏÃÅÎËÁ Õ ÎÁÓ É ÔÁË ÅÓÔØ), ÎÏ É ÏÔÄÅÌÅÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ” ¿ 0, ÏÔËÕÄÁ ‖x‖ ⩾ ”‖x‖_1 (ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ, Á ÐÏÔÏÍÕ É ŒÅÚÄÅ).

ëÁËÉÅ ÂÙŒÁÀÔ ÎÏÒÍÙ, ÓËÁÖÅÍ, ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ? çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÑÔØ ÔÁË. ëÁÖÄÁÑ ÎÏÒÍÁ ÚÁÄÁčÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ (ŒÅËÔÏÒÙ Ó ÎÏÒÍÏÊ ÎÅ ÂÏÌØ- ÛÅ 1). úÎÁÑ ÛÁÒ, ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÎÏÒÍÕ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ÎÏÒÍÁ ŒÅËÔÏÒÁ | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÄÏ ÐÏÄÅÌÉÔØ ŒÅËÔÏÒ, ÞÔÏÂ ÏÎ ÐÏÐÁÌ Œ ÛÁÒ). ûÁÒ | ŒÙÐÕËÌÏÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É Ó ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌØ (=Ó ËÁÖÄÙÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ), ÏÎ ÐÅ- ÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ (ÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ). é ÜÔÏ ŒÓč | ÌÀÂÏÅ

ŒÙÐÕËÌÏÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÅÓÑ Ó ËÁÖÄÙÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÏÒÍÙ.

2 îÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÛÁÒÙ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÎÏÒÍ Œ R^2 É ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ËÁËÕÀ- ÎÉÂÕÄØ ÎÏÒÍÕ, Ó ÎÉÍÉ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÕÀ.

ðÕÓÔØ X; Y | ÄŒÁ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, A : X → Y | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ:

• A ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ŒÓÀÄÕ;

• A ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ÎÕÌÅ (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ); • A ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÈÏÔÑ ÂÙ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ;

• A ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÛÁÒÅ (ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ C , ÞÔÏ ‖Ax‖ ⩽ C ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x Ó ‖x‖ ⩽ 1);

• ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ C , ÞÔÏ ‖Ax‖ ⩽ C ‖x ‖ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ X .

3 ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ (É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ, ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÏÓÔØ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÛÁÒÅ).

îÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ C , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÔÒÅÂÏŒÁ- ÎÉÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ,

‖Ax‖ ⩽ ‖A‖ · ‖x‖;

É ‖A‖ ÎÅÌØÚÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ.

4 ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÉÚ X Œ Y .

üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ L (X; Y ).

5 äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ E É F ÌÀÂÏÊ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ E → F ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ.

6 ðÕÓÔØ X = R^n , Y = R. ôÏÇÄÁ L (X; Y ) ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ R^n . ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÏÊ ÎÏÒÍÅ Œ R^n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÎÏÒÍÁ Œ R^n = = L (R^n ; R). ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÅ ‖ · ‖_1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ‖ · ‖_∞ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÎÏÒÍÅ ‖ · ‖_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÎÁ ÓÁÍÁ.

7 (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÕÓÔØ p; q ¿ 1 É 1=p + 1=q = 1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÅ ‖ · ‖_p ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÏÒÍÁ ‖ · ‖_q .

8 îÁÊÄÉÔÅ ÎÏÒÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A : R^2 → R^2 Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ ( 1 1 0 1 ) ;

ÅÓÌÉ Œ R^2 (Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁ (Á) ‖ · ‖_1; (Â) ‖ · ‖_2; (Œ) ‖ · ‖_∞.

îÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÐÏÌÎÙÍÉ (ŒÓÑËÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎ- ÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ), ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍÉ.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L (X; Y ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Y .

2. ïÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ É Åč ÓŒÏÊÓÔŒÁ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a Œ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E É ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F . çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L : E → F , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

f (a + h) = f (a) + Lh + o(‖h‖)

ÐÒÉ h → 0. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ffi ¿ 0, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ

‖f (a + h) − f (a) − Lh‖_F ⩽ ”‖h‖_E

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ h ∈ E c ‖h‖_E ¡ ffi.

åÓÌÉ E = R, ÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÞËÅ a ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÎÁÌÉÞÉÀ ÐÒÅÄÅÌÁ

lim_{h→0} f (a + h) − f (a) h œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R → F ÅÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h → hf ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ f ∈ F , Á ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÎÁ o(h) ÐÏÓÌÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ h ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ.

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ Œ ÔÏÞËÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ (ÚÄÅÓØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÅÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ).

óÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ∈ E É ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F , ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, É ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÓÕÍÍÙ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ. (áÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ É ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ.)

ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L : E → F ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ É ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÒÁŒÎÁ ÓÁÍÏÍÕ L .

æÕÎËÃÉÑ f ÉÚ E Œ F_1 ×F_2 ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Åč ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ f_1 : E → F_1 É f_2 : E → F_2 ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ, É

f^′(a)h = (f^′_1(a)h; f^′_2(a)h):

äÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ĂÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑĄ ÎÕÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ E; F; G | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. îÁ- ÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

B : E × F → G

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f → B (e; f ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ e ∈ E , Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ e → B (e; f ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ F . âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÉÚ E Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ F → G (Á ÔÁËÖÅ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÉÚ F Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ E → G ).

åÓÌÉ E; F; G ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ÔÏ ÓÒÅÄÉ ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÙÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ Œ ÎÕÌÅ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ, Á ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C , ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ

‖B (e; f )‖_G ⩽ C ‖e‖_E · ‖f ‖_F

ÐÒÉ ŒÓÅÈ e ∈ E É f ∈ F . îÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÉÚ ÔÁËÉÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ C ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ E × F → G ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÉ Ó L (E; L (F; G )), ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÎÏÒÍÕ. (áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ L (F; L (E; G )).)

ðÏÓÌÅ ÔÁËÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÉ (ÉÚÌÉÛÎÅÊ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ŒÓč ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ) ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÐÒÁŒÉÌÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E É ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ F É G . ðÕÓÔØ B : F × G → U | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U . åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ Œ ÔÏÞËÅ a, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ

s : x → B (f (x); g(x))

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ a, É

s^′(a)h = B (f^′(a)h; g(a)) + B (f (a); g^′(a)h):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ:

s(a + h) = B (f (a + h); g(a + h)) = = B (f (a) + f^′(a)h + o(h); g(a) + g^′(a)h + o(h)) = = B (f (a); g(a)) + B (f^′(a)h; g(a)) + B (f (a); g^′(a)h) + o(h):

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ B ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, ÔÅÍ, ÞÔÏ B (f^′(a)h; g^′(a)h) = o(h) É ÔÅÍ, ÞÔÏ B (o(h); O(1)) = B (O(1); o(h)) = = o(h). äŒÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÐÉÒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ B .

9 îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ B : E × F → U ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. œ ÓÌÕ- ÞÁÅ E = F ÎÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ x → B (x; x). [îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ: ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ B ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ.]

áÎÁÌÏÇÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ x → 1=x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÁ. ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÐÅÒÁÔÏÒ A ∈ L (X; X ) ÏÂÒÁÔÉÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B ∈ L (X; X ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ AB = E É BA = E (ÇÄÅ E ∈ L (X; X ) | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (Ex = x ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ X ). (œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÁÖÎÙ ÏÂÁ ÕÓÌÏŒÉÑ AB = E É BA = E .)

íÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ L (X; X ) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÔËÒÙÔÏ É ÆÕÎËÃÉÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ i : A → A^{−1} ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U . ðÒÉ ÜÔÏÍ i^′(A)H = −i (A) ∘ H ∘ i (A)

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ,

(A + H )^{−1} = A^{−1} − A^{−1} ∘ H ∘ A^{−1} + o(‖H ‖)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÐÒÉ H → 0.

(ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ d (1=x) = −dx=x^2 ÎÕÖ- ÎÏ ÌÉÛØ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏÒÑÄÏË ÄÅÊÓÔŒÉÊ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ: d (1=x) = = −(1=x)dx(1=x).)

þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÜÔÏÍ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ A = E (ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ).

ìÅÍÍÁ: ÅÓÌÉ ‖H ‖ ¡ 1, ÔÏ

(E + H )^{−1} = E − H + H^2 − H^3 + : : :

òÑÄ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ‖H^n ‖ ⩽ ‖H ‖^n É ‖H ‖ ¡ 1. ïÔÓÀÄÁ ÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÒÑÄÁ ÐÏÓÌÅ ÐÅÒŒÏÇÏ Œ ÓÕÍ- ÍÅ ÄÁÀÔ o(‖H ‖) ÐÒÉ H → 0. ôÁË ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÉÍÅÅÔ ÔÁÍ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ŒÙÛÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ.

œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ:

(A + H )^{−1} = [A(E + A^{−1}H )]^{−1} = (E + A^{−1}H )^{−1}A^{−1} =

= (E − A^{−1}H + o(A^{−1}H ))A^{−1} = A^{−1} − A^{−1}HA^{−1} + o(‖H ‖);

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

10 äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ L (X; Y ) → L (Y; X ) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ X; Y .

îÁËÏÎÅÃ, ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ∈ X É ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Y , Á ÆÕÎËÃÉÑ g ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ f (a) É ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ Z . ðÕÓÔØ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ a, Á g ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ f (a). ôÏÇÄÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ (ĂÓÌÏÖÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑĄ) g ∘ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ a, ÐÒÉÞčÍ

(g ∘ f )^′(a) = g^′(f (a)) ∘ f^′(a)

(Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ: Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ f Œ ÔÏÞËÅ a ÚÎÁÞÅÎÉÅ f (a + h) ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ h ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ g. ðÒÉ ÜÔÏÍ

(g ∘ f )(a + h) = g(f (a + h)) = g(f (a) + [f^′(a)h + o(h)]) = = g(f (a)) + g^′(f (a))k + o(‖k‖) = g(f (a)) + g^′(f (a))f^′(a)h + o(h);

ÞÅÒÅÚ k ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÓËÏÂËÉ; ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ k = O(‖h‖) + o(‖h‖) = O(‖h‖) É o(‖k‖) = o(O(‖h‖)) = o(‖h‖).

11 ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f : R → E ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E . ôÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ f^′(t) ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ f (t).

3. þÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X É ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Y . äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ X ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎËÃÉÀ

t → f (a + tv);

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ Œ R É ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÕÀ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ Y . åÓÌÉ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ Œ ÎÕÌÅ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÁ v ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ a.

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ a, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ŒÄÏÌØ ŒÅË- ÔÏÒÁ v ÒÁŒÎÁ f^′(a)v ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ.

12 ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÆÕÎËÃÉÉ f : R^2 → R, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ Œ ÎÕÌÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÙÅ ŒÄÏÌØ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ, ÎÏ ÎÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÏÄÎÁ

ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÉÞÉÎ | ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ŒÄÏÌØ v ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ v ÎÅÌÉÎÅÊÎÏ, ÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙ É ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÉÞÉÎÙ.]

13 (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÁÑ ŒÄÏÌØ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÅÓÔØ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ, ÎÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ.

[íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎÁ ÂÙÔØ ÎÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ? îÁŒÅÒÎÏ, ÜÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÏ.]

ðÏÎÑÔÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÁ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ ÓÍÙÓÌ ŒÅÌÉÞÉÎÙ f^′(a)v: ÜÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÁ ÔÏÞËÉ, ËÏÇÄÁ ÓÁÍÁ ÔÏÞËÁ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ a ÓÏ ÓËÏÒÏ- ÓÔØÀ v. (ôÁËÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÐÏÌÅÚÎÁ ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ.)

äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (a_1; : : : ; a_n ) ∈ R^n , ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Åč ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ŒÄÏÌØ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1 = = (1; 0; : : : ; 0), e_2 = (0; 1; : : : ; 0) É Ô.Ä. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÕÄÕÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÐÒÉ ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ. óËÁÖÅÍ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ŒÄÏÌØ e_1 Œ ÔÏÞËÅ a ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ

x → f (x; a_2; a_3; : : : ; a_n )

Œ ÔÏÞËÅ a_1. åč ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÏÂÙÞÎÏ @f @x_1 f (a_1; : : : ; a_n )

É ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÞÁÓÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ Œ ÔÏÞËÅ (a_1; : : : ; a_n ). (ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ @f=@x_1 ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÑŒÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÆÕÎËÃÉÉ f ÂÕÄÅÔ ŒÓÅÇÄÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ x_1, ÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ.)

ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÓÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ (É ÄÁÖÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ŒÄÏÌØ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ) ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ, ÎÏ ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÅÍÁ (ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ).

þÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ (ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÁÈ).

þÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÐÕÔÁÎÉÃÙ É ÏÔÌÉÞÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÔ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÙÈ, Åč ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÐÏÌÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÉÌ ÐÏÌÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ.

æÕÎËÃÉÀ f : R^n → R^m ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÎÁÂÏÒ ÉÚ m ÆÕÎËÃÉÊ

f_1; : : : ; f_m : R^n → R:

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ f_i , ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ŒÌÅÞčÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ. üÔÉ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ a Œ R^n ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÁÔÒÉÃÕ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a_{ij} = @f_i =@x_j , ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f^′(a). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

[f^′(a)(h_1; : : : ; h_n )]_i = n ∑_{j =1}^{@fi}_{@xj}^hj

(ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ i -À ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ŒÅËÔÏÒÁ Œ R^m ).

íÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f^′(a) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ñËÏÂÉ. œ ÓÌÕ- ÞÁÅ m = n ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Åč ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÑËÏÂÉ- ÁÎÏÍ; ÅÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÏÂSSčÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ ÏËÏÌÏ a (ÜÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÒÅÂÕÅÔ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ).

íÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ É Œ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ X_1 × : : : × X_n Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Y_1 × : : : × Y_m . ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ j -ÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (ÐÒÉ 1 ⩽ j ⩽ m) É ÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ Œ ÎÅÊ ŒÓÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ, ËÒÏÍÅ i -ÇÏ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ X_i Œ Y_j , ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÞÁÓÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ j -ÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÏ i -ÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. éÚ ÔÁËÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ, ÎÏ ÕÖÅ ÎÅ ÞÉÓÌÏŒÕÀ, Á ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÜÔÕ ÍÁÔÒÉÃÕ ÎÁ ÓÔÏÌÂÅÃ ÐÏ ÏÂÙÞÎÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ.

4. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÉ

äÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f : R → X ÐÒÉ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ X ÎÅÔ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ: f (b) − f (a) ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ f^′(¸)(b − a) ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÊ ÔÏÞËÉ ¸ ∈ (a; b).

(ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÍÁÛÉÎÁ ÐÒÏÅÚÖÁÅÔ ÐÏ ËÏÌØÃÅŒÏÊ ÄÏÒÏÇÅ, ŒÏÚŒÒÁ- ÝÁÑÓØ Œ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÎÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ.)

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÓÒÅÄÎÑÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÏÊ ÍÇÎÏŒÅÎÎÏÊ: ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → X ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ [a; b] É ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b), ÐÒÉÞčÍ ‖f^′(¸)‖ ⩽ M ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ¸ ∈ (a; b), ÔÏ ‖f (b) − f (a)‖ ⩽ M (b − a).

ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ:

‖f (b) − f (a)‖ ⩽ sup_{¸∈(a;b)} ‖f^′(¸)‖ · (b − a) ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ŒÅËÔÏÒ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X (ÐÏÓËÏÌØËÕ L (R; X ) ËÁË ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó X ).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ

‖f (b) − f (a)‖ ⩽ M^′(b − a)

ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ M^′ ¿ M . æÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÁËÏÅ M^′ É ÎÁÚÏŒčÍ ÏÔÒÅÚÏË [ff; fi] ⊂ [a; b] ÐÌÏÈÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (Ó ÄÁÎÎÙÍ M^′) ÎÁ- ÒÕÛÁÅÔÓÑ. õ ÐÌÏÈÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÐÌÏÈÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÏÌÏŒÉÎ, ÄÅÌÉÍ ÔÁË É ÄÁÌØÛÅ É ÂÅÒčÍ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÐÌÏÈÉÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ. œ ÎÅÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ M , ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÁÌÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÌÏÈÉÍÉ. (üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Ó ËÒÁÀ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÓÄŒÉÎÕÔØ a É b, ÏÓÔÁŒÌÑÑ ÏÔÒÅÚÏË ÐÌÏÈÉÍ.)

äÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÌÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ: ÓÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÍ f ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ f (b) − f (a); ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÒÁŒÎÁ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ É ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ M ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X → Y ÐÒÉ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ X : ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → Y ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÅÍ ÔÏÞËÉ a; b ∈ X ŒÍÅÓÔÅ Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ [a; b] ⊂ X , ÔÏ

‖f (b) − f (a)‖ ⩽ sup_{¸∈(a;b)} ‖f^′(¸)(b − a)‖:

œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f^′(¸) ∈ L (X; Y ) ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ŒÅËÔÏÒÕ (b − a) ∈ X , É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Y .

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍÕ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ t → f (a + + t(b − a)). åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ, ÎÁÐÉÓÁŒ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ [ sup ¸∈(a;b)

‖f^′(¸)‖ ] · ‖b − a‖:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ: ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ŒÏ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ÔÏÞËÁÈ, ÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏ- ÓÔÏÑÎÎÁ.

14 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ŒÙÐÕËÌÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÐÒÉÞčÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

éÎÏÇÄÁ ÐÏÌÅÚÎÁ É ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÉ: ÅÓÌÉ A ∈ L (X; Y ) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ

‖f (b) − f (a) − L (b − a)‖ ⩽ [ sup ¸∈(a;b)

‖f^′(¸) − L )‖ ] · ‖b − a‖:

ïÎÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏÞÔÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÌÉÚËÁ Ë ÁÆÆÉÎÎÏÊ.

5. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ É ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ

åÓÌÉ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ R^n Œ R^m , Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

äÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (a; b) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A × B , ŒÏ ŒÓÅÊ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ, ÐÒÉÞčÍ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ (ÓËÁÖÅÍ, ÐÏ B -ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÅ) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÔÏÞËÅ (a; b). (äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ.)

ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ (a; b). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ (a; b) Ë (a +´a; b +´b) ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ | ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÄŒÉÇ ÎÁ ´a ÐÏ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, ÐÏÔÏÍ ÎÁ ´b ÐÏ ŒÔÏÒÏÊ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ f É ÓËÌÁÄÙŒÁÅÍ:

f (a + ´a; b + ´b) = f (a; b) + + [f (a + ´a; b) − f (a; b)]+ + [f (a + ´a; b + ´b) − f (a + ´a; b)]

ðÅÒŒÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÓËÏÂËÁ ÅÓÔØ f^′_A (a; b)´a + o(´a) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÞÁÓÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ. (úÄÅÓØ f^′_A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÁÓÔÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÕÀ ŒÄÏÌØ A.) œÔÏÒÕÀ ÎÁÄÏ ÏÃÅÎÉŒÁÔØ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÉ:

‖f (a + ´a; b + ´b) − f (a + ´a; b) − f^′_B (a; b)´b‖ ⩽ ⩽ sup_{`∈(0;1)} ‖f^′_B (a + ´a; b + ` · ´b) − f^′_B (a; b)‖ · ‖´b‖

œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÞÁÓÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ f^′_B ÐÅÒŒÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ Œ ÐÏÓÌÅÄ- ÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÅÓÔØ o(1) ÐÒÉ (´a; ´b) → 0, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÕÖÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÊ.

6. œÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ÂÁ- ÎÁÈÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X É ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Y . ðÕÓÔØ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U . ôÏÇÄÁ Åč ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U → L (X; Y ) (ÔÏÞËÅ x ∈ U ÓÔÁŒÉÔÓÑ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f^′(x) ∈ L (X; Y )). íÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ U . ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f^{′′}(a).

óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, f^{′′}(a) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L (X; L (X; Y )). üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ Åč ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ŒÅËÔÏÒÕ h ∈ X , É ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ L (X; Y ) (ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÙÊ f^′(a + h) − f^′(a)); Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÅÝč ÏÄÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ k ∈ X . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

(h; k) → [f^{′′}(a)h]k

ÉÚ X × X Œ Y . ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ:

[f^{′′}(a)h]k = [f^{′′}(a)k]h

(ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÉÞÅÇÏ, ËÒÏÍÅ ÓÁÍÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ; ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒŒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a.)

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÒÉÞÉÎÁ ÜÔÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ | Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ŒÔÏ- ÒÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ h | ŒÅËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X , Á f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅ- ÌčÎÎÁÑ ÎÁ X . ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎËÃÉÀ

´_h f : x → f (x + h) − f (h)

ïÐÅÒÁÔÏÒ ´_h ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÁ h. ôÁË ŒÏÔ, ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ´_h É ´_k ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ h É k ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ:

´_h ´_k f (a) = ´_k ´_h f (a) = f (a + h + k) − f (a + h) − f (a + k) + f (a):

æÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÔÁËÏÊ ÌÅÍÍÅ:

´_h ´_k f (a) = [f^{′′}(a)k]h + o((‖h‖ + ‖k‖)^2):

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÌÅÍÍÁ ŒÅÒÎÁ, ÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ Åč ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÁ, ÔÏ [f^{′′}(a)h]k − [f^{′′}(x )k]h = o((‖h‖ + ‖k‖)^2):

ìÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ h É k, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÏÅ ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. (ðÏÄÓÔÁŒÉŒ th É tk ŒÍÅÓÔÏ h É k ÄÌÑ ÓÔÒÅÍÑÝÅÇÏÓÑ Ë ÎÕÌÀ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ t, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÒÏÐÏÒÃÉ- ÏÎÁÌØÎÁ t^2, Á ÐÒÁŒÁÑ ÅÓÔØ o(t^2), É ÐÏÔÏÍÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.)

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ. ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ Åč ËÁË

´_h ´_k f (a) = [´_k f ](a + h) − [´_k f ](a)

É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÉ Ë ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ´_k f É ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ, ÑŒÌÑÀÝÅÍÕÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÞËÅ a. ðÏÌÕÞÉÍ:

‖[´_k f ](a + h) − [´_k f ](a) − [´_k f ]^′(a)h‖ ⩽ sup `∈[0;1]

‖[´_k f ]^′(a + `h) − [´_k f ]^′(a)‖ · ‖h‖ (∗)

äÁÌÅÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, ÔÁË ÞÔÏ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ [´_k f ]^′(a) ÒÁŒÎÏ [´_k (f^′)](a), ÞÔÏ ÅÓÔØ f^{′′}(a)k + o(k) ÐÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÀ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ

[´_k f ]^′(a)h = [f^{′′}(a)k]h + o(k)h = [f^{′′}(a)k]h + o((‖k‖ + ‖h‖)^2);

É ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÁ (∗) ÅÓÔØ o((‖h‖ + ‖k‖)^2). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

[´_k f ]^′(a + `h) − [´_k f ]^′(a) = [´_{`h} ´_k (f^′)](a):

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ Œ ÔÏÞËÅ a ÆÕÎËÃÉÉ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÄÌÑ g = f^′) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÃÅÎËÁ

[´_u ´_v g](a) = o(‖u‖ + ‖v‖)

ÐÒÉ u; v → 0. (ìÉÎÅÊÎÁÑ ÞÁÓÔØ g ÓÏËÒÁÝÁÅÔÓÑ, É ÏÓÔÁčÔÓÑ o(‖u‖ + ‖v‖).)

7. óÔÁÒÛÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ŒÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ (ÅÓÌÉ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ), ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ ÔÒÅÔØÀ. úÎÁÞÅÎÉÅ ÔÒÅÔØÅÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ Œ ÔÏÞËÅ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ L (X; L (X; L (X; Y ))); ÔÁËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ĂÔÒÉÌÉÎÅÊ- ÎÙÍÉĄ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ X × X × X → Y (ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ).

éÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÔÒÅÔØÅÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^{′′}(x) ÌÅÖÉÔ Œ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÔÁË ÞÔÏ É f^{′′′}(a)h ÌÅÖÉÔ Œ ÜÔÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. äÒÕ- ÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, [(f^{′′′}(a)h)k]l ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ k ↔ l . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f^′, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ h ↔ k. üÔÉ ÄŒÅ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ŒÓÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÔÒčÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÁË ÞÔÏ f^{′′′}(a) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ É ÄÌÑ k-ÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ k ÁÒ- ÇÕÍÅÎÔÏŒ X × X × : : : × X → Y:

8. æÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ

æÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÒÁÎØÛÅ:

f (a + h) = f (a) + f^′(a)h + 1 2! f^{′′}(a)hh + 1 3! f^{′′′}(a)hhh + : : : + + 1 k! f^{(k)}(a)hh : : : h + o(‖h‖^k );

ÔÏÌØËÏ ÔÅÐÅÒØ ŒÍÅÓÔÏ h^k ÍÙ ÐÉÛÅÍ h ÐÏÄÒÑÄ k ÒÁÚ, É ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ k-ÌÉ- ÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f^{(k)}(a) Ë ÎÁÂÏÒÕ ÉÚ k ÒÁŒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. (éÌÉ, ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ: ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f^{(k)}(a) Ë ŒÅËÔÏÒÕ h, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÎÏ- ŒÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ Ë h, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÎÏŒÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ Ë h É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÁËÖÅ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ. íÙ ÐÒÏŒÅÒÑÅÍ, ÞÔÏ ÌÅŒÁÑ É ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ŒÐÌÏÔØ ÄÏ k-ÏÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÕÍÅÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ (ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ) x → p(x) = P (x; x; : : : ; x), ÇÄÅ P | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ:

p^′(x)u = kP (u; x; : : : ; x)

(ÇÄÅ k | ÞÉÓÌÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ Õ ÆÕÎËÃÉÉ P ). ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÓÎÏŒÁ ÅÓÔØ ÐÏÌÉÌÉ- ÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ (ÏÔ h) ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, É ŒÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÒÁŒÎÁ

[p^{′′}(x)v]u = k(k − 1)P (u; v; x; : : : ; x)

É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

ðÒÏŒÅÒÉŒ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÄÏ k-ÏÊ ŒËÌÀÞÉÔÅÌØ- ÎÏ, ÍÙ ÚÁÔÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÞÔÏ (k − i )-ÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ

ÅÓÔØ o(‖h‖^i ) (ÐÒÉ i = 1 ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÄÁÌÅÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ËÏ- ÎÅÞÎÙÈ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑÈ).

úÁÐÉÛÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÆÏÒÍÕÌÕ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ÄŒÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : R^n → R Œ ÔÏÞËÅ (0; 0; : : : ; 0):

f (h_1; : : : ; h_n ) = f (0; : : : ; 0) + ∑_i @f @x_i h_i + ∑_{i;j}

@^2f @x_i @x_j h_i h_j + o(‖h‖^2)

íÁÔÒÉÃÕ ŒÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ^{@f}_{@xi @xj} ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÇÅÓÓÉÁÎÏÍ.

15 óÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ôÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÃÅÎËÏÊ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÞÅ- ÒÅÚ ÍÁËÓÉÍÕÍ (k + 1)-ÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ.

9. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X É ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Y , ÐÒÉÞčÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f^′(a) ÏÂÒÁÔÉÍ Œ L (X; Y ), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ a É V ÔÏÞËÉ f (a), ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ C^1- ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ), ÐÒÉÔÏÍ ÐÒÑÍÁÑ É ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ (ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÌÁÓÓÕ C^1, ÇÏŒÏÒÑ ÎÁÕÞÎÏ).

16 þÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÉ X = Y = R É ÐÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ? (äÌÑ R^2 ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË ÏÞÅŒÉÄÎÏ | ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÓÓÙÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÏÂÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (1) éÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ:

‖f (x) − f (y) − f^′(a)(x − y )‖ ⩽ ‖f^′(¸) − f^′(a)‖ · ‖y − x ‖; Á ‖f^′(a)(x − y)‖ ⩾ ‖x − y‖=‖f^′(a)^{−1}‖;

ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÐÒÁŒËÁ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ËÏÍÐÅÎÓÉÒÏŒÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÁÓÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÛÌÉ Œ ÏÄÎÕ (ÅÓÌÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a ŒÙÂÒÁÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ).

(2) ïÂÒÁÚ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ f (a). ðÕÓÔØ b | ÂÌÉÚËÁÑ Ë f (a) ÔÏÞËÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Y . âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ Åč ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ: ÅÓÌÉ ÔÅËÕÝÅÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ z ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ f ÎÅÄÏÂÉŒÁÅÔ ÄÏ b ÎÁ b − f (z), ÔÏ ÍÙ ŒÎÏÓÉÍ ÐÏÐÒÁŒËÕ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÞÁ- ÓÔÉ f^′(a) (ŒÎÉÍÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ a, Á ÎÅ Œ ÔÅËÕÝÅÊ ÔÏÞËÅ z, ËÁË Œ ÍÅÔÏÄÅ îØÀÔÏÎÁ):

z^′ = z + f^′(a)^{−1}[b − f (z)]:

åÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÁ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ z → z^′ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÀ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÖÉÍÁÀÝÉÍ:

z^′_2 − z^′_1 = (z_2 − z_1) − f^′(a)^{−1}[f (z_2) − f (z_1)];

Á ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÉ

‖f (z_2) − f (z_1) − f^′(a)(z_2 − z_1)‖ ⩽ (ËÏÌÅÂÁÎÉÅ f^′) · ‖z_2 − z_1‖

É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÅ f^′ ÄÁÖÅ ÐÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ‖f^(a)^{−1}‖ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ 1=2, ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÓÖÉÍÁÀÝÉÍ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1=2 Œ ÌÀÂÏÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ ÛÁÒÅ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ a. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ b ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë f (a), ÔÏ ÏÂÒÁÚ a^′ ÔÏÞËÉ a ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ ÏÔ a ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ÒÁÄÉÕÓÁ ÛÁÒÁ, ÔÁË ÞÔÏ É ŒÅÓØ ÛÁÒ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÓÅÂÑ É ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÖÉÍÁÀÝÅÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

(3) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÏÔËÒÙÔÏ. ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÞËÅ a, ÎÏ É Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ, ÇÄÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÂÒÁÔÉÍÁ. ðÏÜÔÏ- ÍÕ ÏÂÒÁÚ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔ, É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ (ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a).

(4) äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ Åč Œ ÔÏÞËÅ a. äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = Y , a = f (a) = 0 É f^′(0) = E (ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ). õÓÌÏŒÉÅ f^′(0) = E ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ x É y = f (x) ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

y = x + o(‖x‖)

ÐÒÉ x → 0. á ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÕÓÌÏŒÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÞÔÏ

x = y + o(‖y‖)

ÐÒÉ y → 0. õÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÁÑ ÎÁÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ y → 0 ÎÁ x → 0. œ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ‖o(‖x‖)‖ ⩽ ‖x‖=2, É ÐÏÔÏÍÕ (1=2)‖x‖ ⩽ ‖y‖ ⩽ (3=2)‖x‖, ÔÁË ÞÔÏ o(‖y‖) É o(‖x ‖) | ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ.

úÎÁÑ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ É ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÁ Ë f^′(a). ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅ- ÎÉÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÞËÅ a, ÎÏ É Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ a.

(5) îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

10. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕËÁÚÙŒÁÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅ- ÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ F (x; y) = 0 ÍÏÖÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ y = ’(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’.

ðÕÓÔØ F ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞ- ËÉ (a; b) Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ X ×Y É ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z , ÐÒÉÞčÍ f (a; b) = 0, Á ÞÁÓÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f ÐÏ ŒÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ Y Œ ÔÏÞËÅ (a; b) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏÍ (ÉÚ L (Y; Z )). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ A Õ ÔÏÞËÉ a É B Õ ÔÏÞËÉ b, Á ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’: A → B , ÞÔÏ Œ A × B ÕÓÌÏŒÉÑ F (x; y) = 0 É y = ’(x) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ.

ðÒÉÍÅÒ: ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ F (x; y) = x^2 + y^2 − 1 = 0 ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ @F=@y = = 2y ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÄŒÕÈ ÔÏÞËÁÈ y = 0; x = ±1. œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÎÅÌØÚÑ, Á Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÅÓÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = √ 1 − x^2 (ÉÌÉ y = − √ 1 − x^2) Œ ÐÏÌÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ.

17 þÔÏ ÄÁčÔ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^2 − x^2 = 0? úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ A Œ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØ (Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ B ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÍÅÔÏÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÒÅÛÁÑ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ x ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ F (x; y) = 0 ÔÅÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ [@F=@y ]^{−1}. îÏ ÍÏÖÎÏ É ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÉÚ X × Y Œ X × Z , ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

˘: (x; y) → (x; F (x; y))

(Œ ÔÏÊ ÖÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (a; b), ÞÔÏ É F ). üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ

˘^′(a; b): (dx; dy) → ( dx; @F @x (a; b) dx + @F @y (a; b) dy )

ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ó @F=@y:

[˘^′(a; b)]^{−1} : (dx; dz) → ( dx; [ @F @y (a; b)

]_{−1}( dz − @F @x (a; b) dx ))

ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË (a; b) É ˘(a; b) = (a; 0), ÍÅÖÄÕ ËÏ- ÔÏÒÙÍÉ ˘ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ R É S (ÓÍ. ÒÉÓ. 1).

òÉÓ. 1. ïÂÒÁÔÎÁÑ ⇒ ÎÅÑŒÎÁÑ.

îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ F (x; y ) = 0 ŒÎÕÔÒÉ R , ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ z = 0 Œ X × Z , ÐÅÒÅÓÅÞčÎÎÏÇÏ Ó S , ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÅ. ôÅÐÅÒØ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ ’(x ) ÒÁŒÎÙÍ ŒÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ ˘^{−1}(x; 0) (ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÅÓÌÉ x ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë a, ÔÁË ËÁË S ÏÔËÒÙÔÏ). úÁÔÅÍ ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ A É B ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÍÉ | ÎÁÓÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ A × B ÂÙÌÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ R , ÆÕÎËÃÉÑ ’ ÂÙÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ A (ÔÏ ÅÓÔØ A × {0} ⊂ S ), ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÎÁÄÏ ÅÝč ÕÍÅÎØÛÉÔØ A É ÄÏÂÉÔØÓÑ ’(A) ⊂ B . ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ’, ËÏÔÏÒÁÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ’ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ (ÞÔÏ ÎÁÍ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ). ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ F (x; ’(x )) = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ @F @x (x; ’(x )) + [ @F @y (x; ’(x)) ] ’^′(x ) = 0;

ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÑŒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ:

’^′(x) = − [ @F @y (x; ’(x))

]_{−1} @F @x (x; ’(x )):

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÓËÏÂËÅ ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÐÒÉ x, ÂÌÉÚËÉÈ Ë a, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÔËÒÙÔÏ, Á ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ F ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÁ.

òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ F Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÐÏ ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ F ÏÔ n ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ R^k , ÇÄÅ k ¡ n, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÁ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ∈ R^n , ÐÒÉÞčÍ F (a) = 0. íÙ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÍÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ F (x) = 0 (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ k ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ). åÓÌÉ F^′(a) (ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ n × k) ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÎÙÊ ÒÁÎÇ k, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÒÁÚÂÉÔØ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ R^n ÎÁ ĂÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅĄ Œ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ n − k ÛÔÕË É ĂÚÁŒÉÓÉÍÙÅĄ Œ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ k ÛÔÕË, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F (x) = 0 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÓÏŒÐÁÄčÔ Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÅÊ ÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÞÅÒÅÚ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ.

ìÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÀ Ó ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÇÄÅ ÏÂÝÉÊ ŒÉÄ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÞÅÒÅÚ ÎÅÚÁ- ŒÉÓÉÍÙÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÁË ÒÁÚ É ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÜÔÏÇÏ: ÍÙ ÒÁÚÂÉŒÁÅÍ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÅ ÎÁ ÄŒÅ ÇÒÕÐÐÙ R^{n−k} × R^k , ÞÔÏÂÙ ÓÕÖÅÎÉÅ F^′(a) ÎÁ ŒÔÏÒÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÙÌÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏ (ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔÕÅÔ ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ŒÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÞÅÒÅÚ ÐÅÒŒÕÀ ÄÌÑ ÌÉÎÅÁÒÉÚÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ F^′(a)h = 0). ðÏ- ÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

11. ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ R^n

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ R^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ k-ÍÅÒÎÙÍ C^1-ÐÏÄÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ Åč ÏÔËÒÙÔÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U É C^1-ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ R^n , ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ x ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ 0, Á U ∩X ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ V Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k.

ðÒÉÍÅÒÙ: ÓÆÅÒÁ, ÌÅÎÔÁ íčÂÉÕÓÁ ÂÅÚ ËÒÁÑ, ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ËÏÎÕÓÁ ÂÅÚ ŒÅÒÛÉ- ÎÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÕÍÅÒÎÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ R^3. (œÅÒÛÉÎÁ/ËÒÁÊ ÜÔÏ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏ ÎÁÒÕÛÁÔ, ÔÁË ËÁË Õ ÎÉÈ ÎÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.)

18 ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ R^2 ËÒÉŒÁÑ, ÉÚÏÂÒÁÖčÎ- ÎÁÑ ÎÁ ÒÉÓ. 2? (œÅÒÈÎÉÊ ÏÔÒÅÚÏË ÎÅ ŒËÌÀÞÁÅÔ Œ ÓÅÂÑ ËÒÁÊÎÀÀ ÐÒÁŒÕÀ ÔÏÞËÕ; ÎÉÖÎÑÑ ËÒÉŒÁÑ ÄÅÌÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚŒÉŒÏŒ.)

ðÒÉ k = n ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ðÒÉ k = 0 | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË.

19 çÒÁÆÉË ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : R^k → R^l ÑŒÌÑÅÔÓÑ k-ÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ R^{k+l} .

20 ïÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉ- ÅÍ. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÂÕÄÅÔ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ?

òÉÓ. 2. ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ?

åÓÌÉ F | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ Œ ÏÔ- ËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ R^n É ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ R^k ÐÒÉÞčÍ F^′(a) ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÎÙÊ ÒÁÎÇ k ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ÇÄÅ F (x) = 0, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ F (x) = 0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ (n − k)-ÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

(ðÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÜÔÏ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É Åč ÓÌÅÄÓÔŒÉÉ.)

ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ËÁË ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÔÏÞËÉ ÐÒÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ, ÎÏ É ËÁË ÏÂÒÁÚÙ. ðÕÓÔØ i : U ⊂ R^k → R^n | ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ a ∈ R^k , ÐÒÉÞčÍ i^′(a) ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R^k → R^n ÉÍÅÅÔ ÐÏÌ- ÎÙÊ ÒÁÎÇ k (ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U^′ ⊂ U , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ i (U^′) ÑŒÌÑÅÔÓÑ k-ÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ R^n .

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÚÏÂØčÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ R^n ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ: k É n − k ÛÔÕË. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ i^′(a) ÒÁÚÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÂÌÏËÉ k ×k É k ×(n −k). òÁÚÂÉÅÎÉÅ ŒÙÂÅÒÅÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒŒÙÊ ÉÚ ÎÉÈ (ÍÉÎÏÒ ÒÁÎÇÁ k) ÂÙÌ ÏÂÒÁÔÉÍ. (üÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ËÁË ÕÞÉÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ i^′(a) ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ k.)

óÁÍÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ i ÔÏÇÄÁ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔÓÑ Œ ÐÁÒÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ i_1 : U → R^k É i_2 : U → R^{n−k} . ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÕÀ Œ ÔÏÞËÅ a É ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U^′ ⊂ U , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ i_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ôÏÇÄÁ f (U^′) ÂÕÄÅÔ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ x_1 → i_2(i^{−1}_1 (x_1)) É ÐÏÔÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ | ÌÏËÁÌØÎÏÅ: ÏÂÒÁÚ ŒÓÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÂÙÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÌÁÄËÉÊ ÐÕÔØ Ó ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÎÕÌØ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÍÏÖÅÔ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ.

21 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (Œ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ) ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ U ÎÁ i (U ), ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ i (U ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. (ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏ; ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.)

åÓÌÉ ŒÓÀÄÕ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÎÅ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ, Á k ÒÁÚ (ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ŒÐÌÏÔØ ÄÏ k É k-ÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ), ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ C^k -ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

22 óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉ ÔÅÏÒÅÍ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÄÌÑ C^k -ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÎÁÄÏ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÐÏŒÔÏÒÉÔØ ÔÅ ÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ.]

12. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

ðÕÓÔØ X ⊂ R^n É x ∈ X . âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ fl ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÑ Œ R Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ fl(0) = x É fl(t) ∈ X ÐÒÉ ŒÓÅÈ t ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. (ôÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÐÕÔÑÍÉ Œ X , ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ x ÐÒÉ t = 0.) óÒÅÄÉ ÎÉÈ ŒÙÄÅ- ÌÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ Œ ÎÕÌÅ, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ fl^′(0), ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ. üÔÉ ŒÅËÔÏÒÙ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ X Œ ÔÏÞËÅ x.

åÓÌÉ X | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÔÁËÉÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ, Á ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÂÕÄÕÔ ŒÅËÔÏÒÙ ÓÁÍÏÇ«Ï ÜÔÏÇÏ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë X Œ ÔÏÞËÅ x ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T_x (X ).

23 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X ÅÓÔØ ÇÒÁÆÉË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ f : R^k → R^l , ÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÔÏÞËÅ (u; f (u)) ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ (ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ R^k × R^l = R^{k+l} ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ (h; f^′(u)h), ÔÏ ÅÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÏÊ f^′(u) ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

ìÅÇËÏ ÔÁËÖÅ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ, ÚÁ- ÄÁÎÎÏÍÕ ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÉÌÉ ËÁË ÏÂÒÁÚ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ.

ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ F (x) = 0 Œ ÔÏÞËÅ a, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F^′(a). ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ Ë ÏÂÒÁÚÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F ÉÚ R^k Œ R^n Œ ÔÏÞËÅ F (a) ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F^′(a). (œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ F^′(a) ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÎÙÊ ÒÁÎÇ, É ÒÅÞØ ÉÄčÔ Ï ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÓÍ. ŒÙÛÅ)

äÌÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ: ÅÓÌÉ F (fl(t)) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ t, ÔÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ fl^′(0) ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ ÑÄÒÏ F^′(a). ïÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÍÅ- ÔÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÙ.

äÌÑ ÏÂÒÁÚÁ: ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÕÔÉ Œ R^k É ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÌÀÂÏÊ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ ÏÂÒÁÚÁ F^′(a). ïÓÔÁčÔÓÑ ÓÎÏŒÁ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

13. ëÁÒÔÙ ÄÌÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ

ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ k-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ⊂ R^n . ëÁÒÔÏÊ ÎÁ X ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ R^k Œ X , ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ (ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ R^n ) ŒÓÀÄÕ ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ k.

åÓÌÉ ’(u) = x, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x (ÉÚ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ) ÐÏËÒÙÔÁ ËÁÒÔÏÊ ’ É ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ u. ëÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ u ∈ R^k ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ x Œ ÄÁÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ.

íÅÔÁÆÏÒÁ ÐÏÎÑÔÎÁ: ÇÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÕÀ ËÁÒÔÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉ ÂÕÍÁÖÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÞÁÓÔØ ÚÅÍÎÏÊ ÓÆÅÒÙ (ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÚÅÍÎÏÇÏ ÛÁÒÁ). çÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (ÛÉÒÏÔÁ É ÄÏÌÇÏÔÁ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÔ ËÁÒÔÅ (Œ ÐÒÏÅËÃÉÉ íÅÒËÁÔÏÒÁ, ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ ÇÅÏÇÒÁÆÙ), ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË (−180^∘; 180^∘) × (−90^∘; 90^∘) Œ ÓÆÅÒÕ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÎÅ- ÐÏËÒÙÔÏÊ ĂÌÉÎÉÑ ÓÍÅÎÙ ÄÁÔĄ É ÐÏÌÀÓÁ.

ëÁÒÔÁ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X . üÔÏ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔËÒÙÔÏ Œ X É ËÁÒÔÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. (çÏŒÏÒÑ ÏÂ ÏÔ- ËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ Œ X , ÍÙ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉÄÕ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÉÚ R^n ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÀ.)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ËÁÒÔÁ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ x ∈ X . ðÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÀ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x (Œ R^n ) ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R^n , ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ X ÐÅ- ÒÅÈÏÄÉÔ Œ k-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÔÏÞÎÅÅ, Œ ÅÇÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔØÀ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÒÔÁ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ R^k Œ R^k , ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ k, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÏ, É ÌÀÂÁÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÁÑ Ë x ÔÏÞËÁ ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÒÔÏÊ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÖÅ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

ïÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÏÂÌÁÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏËÒÙÔÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁÒÔÙ ’: U → X É : V → X ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ:

’(U ) ∩ (V ) ≠ ∅:

ôÏÇÄÁ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ

’^{−1} ∘ : ^{−1}(’(U )) → ’^{−1}((V )) É ^{−1} ∘ ’ : ’^{−1}((V )) → ^{−1}(’(U ));

ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ’(U ) ∩ (V ) ÎÁ ÄŒÕÈ ËÁÒÔÁÈ (ÒÉÓ. 3).

òÉÓ. 3. æÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ.

æÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÙ ÍÏ- ÖÅÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ k (ÓÄÅÌÁŒ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÏÂSSÅÍÌÀÝÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ), ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ëÁÒÔÙ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÏÔ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ë ÏÔËÒÙÔÏ- ÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ Œ R^k É ÏÂÒÁÔÎÏ. éÈ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. óËÁÖÅÍ, ÆÕÎËÃÉÉ f , ÏÐÒÅ- ÄÅÌčÎÎÏÊ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n , Œ ËÁÒÔÅ ’: U → X ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ f ∘ ’, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÕÖÅ Œ U . (ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÁÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅ ÐÏÐÁŒÛÁÑ Œ ËÁÒÔÕ, ÐÒÏÐÁÄÁÅÔ | ÎÏ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÉÄÎÁ Œ ÄÒÕÇÏÊ ËÁÒÔÅ.)

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅ- ÌčÎÎÏÊ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ⊂ R^n (ÓËÁÖÅÍ, ÎÁ ÓÆÅÒÅ; ÐÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Õ ÎÁÓ ÎÅ ÂÙÌÏ). á ÉÍÅÎÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ f : X → R ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x ∈ X , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÁÒÔÙ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÅÊ ÔÏÞËÕ x, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ËÁÒÔÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÞËÅ, ÑŒÌÑ- ÀÝÅÊÓÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÔÏÞËÉ x.

24 äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÉ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ Œ ÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÅ, ÐÏ- ËÒÙŒÁÀÝÅÊ ÔÏÞËÕ x?

25 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → R ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ⊂ R^n ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ

ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ R^n -ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x É ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÕÅÍÏÊ Œ x.

(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉŒ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÎÏ ËÁËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ? ïÔ- ŒÅÔ: T_x (X ). óÍ. ÏÂ ÜÔÏÍ ÄÁÌÅÅ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ.)

íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ ÔÏÞËÅ x ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ⊂ R^n ËÁË ŒÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÕÔÉ t → fl(t), ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÇÏ ÞÅÒÅÚ x ÐÒÉ t = 0 É ÎÅ ŒÙÈÏÄÑÝÅÇÏ ÉÚ X .

œ ËÁÒÔÅ ’: U ⊂ R^k → X , ÐÏËÒÙŒÁÀÝÅÊ ÔÏÞËÕ x, ÐÕÔÉ fl ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ ’^{−1} ∘ fl (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÊ Œ ÍÅÎØÛÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉ fl ŒÙÈÏÄÉÔ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ËÁÒÔÙ). œÅËÔÏÒÙ ÓËÏÒÏÓÔÉ Œ ËÁÒÔÅ É ÎÁ ÐÏÄÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÓŒÑÚÁÎÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ’^′(u), ÇÄÅ u | ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ x ÎÁ ËÁÒÔÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ’^′(u) ÚÁÄÁčÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ R^k É T_x (X ); ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ Œ R^k ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ÄÁÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÔÏÞËÉ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÎÏ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ Ë ÎÅÍÕ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ Œ ÄÁÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÉÚ k ÞÉÓÅÌ.

14. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÎÇÅ

ðÕÓÔØ U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R^m É f : U → R^n | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^′(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ R^m → R^n É ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Åč ÒÁÎÇ.

íÙ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ f^′(a) ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚ- ÍÏÖÎÙÊ ÒÁÎÇ (ÒÁŒÎÙÊ min(m; n)) Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ a ∈ U . äÌÑ m ¡ n ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÒÁÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ R^n . äÌÑ m ¿ n ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ f (a) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ R^m . îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÉ m = n ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ).

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÎÇÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ É ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ÒÁÎÇ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f^′(a) ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖ- ÎÙÊ. åÍÕ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ min(m; n), ÎÏ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÒÁÎÇ f^′(x) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÒÁÎÇÁ f^′(a) (ÔÏÞËÁ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ĂÔÏÞËÏÊ ÎÅÓÔÒÏÇÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÄÌÑ ÒÁÎÇÁĄ). œ ÜÔÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ: A^f−−−−→ B

~A^{f̃}−−−−→ ~B

• ÏÔËÒÙÔÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ A ÔÏÞËÉ a, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ Œ U ; • ÏÔËÒÙÔÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ B ÔÏÞËÉ b;

• C^1-ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ A → ~A ÍÅÖÄÕ A É ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ ~A ⊂ R^m ;

• C^1-ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ B → ~B ÍÅÖÄÕ B É ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ ~B ⊂ R^n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f : ~A → ~B , ÚÁÍÙËÁÀÝÅÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ k (ÔÏÞÎÅÅ, ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ~A).

úÄÅÓØ k | ÒÁÎÇ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f^′(a).

ëÏÒÏÔËÏ ÇÏŒÏÒÑ, Œ ÔÏÞËÁÈ ÌÏËÁÌØÎÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ k ŒÓÅ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÓÔÒÏÅÎÙ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏŒ) ÏÄÉÎÁËÏŒÏ | ËÁË ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ k × k, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏÂÁŒÌÅÎÙ ÎÕÌÅŒÙÅ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÙ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÒÁÚ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ f (a) ÑŒÌÑÀÔÓÑ (ÌÏËÁÌØÎÏ) ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ, ÞÔÏ ÓÒÁÚÕ ÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ b = f (a). œ ÔÏÞËÅ a ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÙÄÅÌÅÎ- ÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Q | ÑÄÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f^′(a); Œ ÔÏÞËÅ b ŒÙÄÅÌÅÎ ÏÂÒÁÚ f^′(a), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÎÁÚÏŒčÍ S . ðÅÒŒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k, ŒÔÏÒÏÅ | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k. œÙÄÅÌÉŒ ÉÈ ÐÒÑÍÙÍÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍÉ, ÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÍ ÏÂÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^m É R^n ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ P × Q = R^k × R^{m−k} É S × T = R^k × R^{n−k} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Q

òÉÓ. 4. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÒÁÎÇÅ.

É S ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ËÁË ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f^′(a), Á Œ ŒÙÂÏÒÅ P É T ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌ.

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ a É b | ÐÁÒÙ ÉÚ ÎÕÌÅÊ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ.

îÁÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË

(p; q) → (s(p; q); t(p; q))

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÁÓÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ @s=@p ÏÂÒÁÔÉÍÁ, É ÐÏÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ p → s(p; 0) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p → (s(p; 0); t(p; 0)) (ÌÏËÁÌØÎÏ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÁÒÔÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÓÏ- ŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f (ÏÂÒÁÚÏÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a Œ P ×Q ÐÒÉ f ), ÎÏ ÐÏËÁ ÜÔÏ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ ÑÓÎÏ: ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ, ÐÏÞÅÍÕ ÐÒÉ ÄÒÕÇÉÈ (ÎÅ ÎÕÌÅŒÙÈ) ŒÔÏÒÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ ÍÙ ÐÏÐÁÄčÍ Œ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ s(p; q) = 0 ÚÁÄÁčÔ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ P × Q (ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ Q Œ P ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÊÉÉ). œÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÞËÉ (0; 0); ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ t(p; q) = 0 ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÅÔ ÎÏŒÙÈ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÉÊ, ÎÏ ÜÔÏÇÏ ÐÏËÁ ÍÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ.

òÅÛÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ s(p; q) = s

(ÍÙ ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÚÄÅÓØ ÂÕËŒÙ É ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ, É ËÁË ÔÏÞËÉ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ŒÙÒÁÚÉŒ (ÌÏËÁÌØÎÏ) p ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ q É s. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, p(q; s) | ÜÔÏ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ Œ P , ÞÔÏ

s(p(q; s); q) = s;

ÔÏ ÅÓÔØ f (p(q; s); q) ÉÍÅÅÔ ÐÅÒŒÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ s. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ s É ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ q ŒÓÅ ÔÏÞËÉ f (p(q; s); s) ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÕ- ÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ s, ÎÏ ÄÁÖÅ É ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏ q ÜÔÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ: @f @p (p(q; s); s) @p @q (q; s) = 0 (∗)

œÙÒÁÖÅÎÉÅ @f=@p ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ @s=@p É @t=@p Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ S × T . ôÅÐÅÒØ ÓÍÏÔÒÉÔÅ: ÅÓÌÉ ÏÓÔÁŒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒŒÕÀ ÞÁÓÔØ @s=@p (ÚÁÍÅÎÉÔØ f ÎÁ s Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (*)), ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÕÌØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ S ÒÁŒÎÁ s É ÏÔ q ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Œ ÍÁÔÒÉÃÅ @f=@p ÍÉÎÏÒ @s=@p ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÎÇ (Œ ÓÉÌÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a), É ÐÏÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÏÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ŒÅËÔÏÒÅ, ÔÏ É ŒÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ!

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ (ÌÏËÁÌØÎÏ) ÏÂÒÁÚ ÆÕÎËÃÉÉ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÏÍ: T -ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ S -ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÁ (s; t) → (s; t − t(s)) ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÌÏÓËÉÍ. ïÓÔÁčÔÓÑ Œ ÐÒÏÏÂÒÁÚÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (p; q) → (s(p; q); q).

(ðÏÌÎÏÃÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÁËËÕÒÁÔÎÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ É Ô. Ð., ÎÏ ÜÔÏ ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ.)

15. áÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ

íÏÖÎÏ ŒŒÏÄÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÁÒÔ É ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÅÖÁÝÅÍ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n .

ðÕÓÔØ X | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

’_i : U_i → X

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ U_i ⊂ R^k É ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÔ ÉÈ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ’_i (U_i ) ⊂ X .

ðÕÓÔØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ’_i (U_i ) ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ŒÓč X , Á ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅ- ÒÅÈÏÄÁ

’^{−1}_j ∘ ’_i : ’^{−1}_i (’_i (U_i ) ∩ ’_j (U_j )) → ’^{−1}_j (’_i (U_i ) ∩ ’_j (U_j ))

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ. (íÅ- ÎÑÑ ÍÅÓÔÁÍÉ i É j , ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ.)

ôÏÇÄÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ’_i ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ k-ÍÅÒÎÙÍ ÁÔÌÁÓÏÍ ÎÁ X . áÔÌÁÓ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ (ÉÎÄÅËÓ i ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÂÅÇÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ). íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ C^m-ÁÔÌÁÓÙ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅ- ÈÏÄÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ m ÒÁÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍÉ; C^1-ÁÔÌÁÓÙ ÍÙ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÐÒÏÓÔÏ ÁÔÌÁÓÁÍÉ.

äŒÁ ÁÔÌÁÓÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ Œ ÏÄÉÎ, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÉÚ ËÁÒÔ ÐÅÒŒÏÇÏ Œ ËÁÒÔÙ ŒÔÏÒÏÇÏ É ÎÁÏÂÏ- ÒÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ. (ðÒÅÄÕÐÒÅÖÄÅÎÉÅ: ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎ- ÔÉÎÕÕÍ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÁÍÙÅ ÒÁÚÎÙÅ ÁÔÌÁÓÙ, ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÝÉÅ ÅÇÏ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ.)

íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X , ÓÎÁÂÖčÎÎÏÅ k-ÍÅÒÎÙÍ ÁÔÌÁÓÏÍ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÁÔÌÁÓÙ ÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ. (æÏÒ- ÍÁÌØÎÏ: ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÁÔÌÁÓÏŒ.)

26 ëÁÒÔÁ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÁÔÌÁÓÏÍ, ÅÓÌÉ Åč ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ÄÁčÔ ÎÏŒÙÊ ÁÔÌÁÓ (ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ÎÏŒÏÊ ËÁÒÔÏÊ É ÌÀÂÏÊ ÓÔÁÒÏÊ ÈÏÒÏÛÉÅ).

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÏÂÁŒÉÔØ Ë ÁÔÌÁÓÕ ŒÓÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ Ó ÎÉÍ ËÁÒÔÙ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ (ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ) ÉÚ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÁÔÌÁÓÏŒ.

îÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ X ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÔËÒÙÔÏ ÅÇÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÔÏÞÎÅÅ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ) Œ ÌÀÂÏÊ ËÁÒÔÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ’^{−1}(V ) ÏÔËÒÙÔÏ Œ R^k ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÁÒÔÙ ’ ÎÁÛÅÇÏ ÁÔÌÁÓÁ.

27 ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÁÔÌÁÓÁ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ.

28 ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÁÒÔÙ ’: U → X ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V ⊂ U ÂÕÄÅÔ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ X . (œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ’(U ), ÔÏ ÅÓÔØ ĂÚÏÎÁ ÄÅÊÓÔŒÉÑĄ ËÁÒÔÙ ’, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ Œ X ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ËÁÒÔÁ ’ : U → ’(U ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÊ Œ U ÉÚ R^k É Œ ’(U ) ÉÚ X ).

ó ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÓÌÏÖÎÅÅ: ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ- ÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÅ É ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ÎÅÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ, ÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ ËÁÒÔÁ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÃÅÌÉËÏÍ R^k Œ X É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÙ). îÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÅ É ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÅÅÓÑ Œ ÎÅÊ ËÏÍÐÁËÔÏÍ, ËÏÍÐÁËÔÎÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÒÔÁ | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ).

ðÒÅÄÕÐÒÅÖÄÅÎÉÅ. äÁÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÅÔ ÐÁÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÓÌÕ- ÞÁÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÄŒÅ ËÏÐÉÉ ÐÒÑÍÏÊ É ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Œ ÏÂÅÉÈ ËÏÐÉÑÈ (ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ, Á ÎÕÌØ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ | Œ ÄŒÕÈ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁÈ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÄŒÅ ËÁÒÔÙ, ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÔÒÉ- ÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, É ŒÓÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ.

þÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÜÔÏÇÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ŒÓÅÇÄÁ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÂÙÌÏ ÏÔÄÅÌÉÍÙÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ (ÄŒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÉÍÅ- ÀÔ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ). œ ÎÁÛÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÅÏÔÄÅ- ÌÉÍÏ (ÄŒÅ ËÏÐÉÉ ÎÕÌÑ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ; ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÅ ÉÌÉ ÌÅÖÁÔ Œ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÁÒÔÁÈ, ÎÏ Ó ÄŒÕÍÑ ËÏÐÉÑÍÉ ÎÕÌÑ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË).

ðÒÉÍÅÒÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

1. ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ R^n . (ðÏÎÑÔÉÅ ËÁÒÔÙ ÄÌÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÙ ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ.)

2. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. (íÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÄŒÅ ËÁÒÔÙ | ÏÄÎÁ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ÎÅÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ, Á ÄÒÕÇÁÑ | ÎÅŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ.) íÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ ÉÌÉ ŒÓÅÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ (ÉÌÉ ÁÆÆÉÎÎÏÍ) n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

3. ëÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÓËÁÖÅÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÍÁÑÔÎÉËÁ (ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ), ÐÁÒÙ ÍÁÑÔÎÉËÏŒ (ÔÏÒ), ËÒÕ-

ÇÏŒÏÇÏ ÍÁÑÔÎÉËÁ (ÓÆÅÒÁ), ÔÅÌÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (R^3 × SO(3)) ÉÌÉ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ Œ ÔÁËÏÍ ÒÏÄÅ. (œÁÖÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÂÙÌÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÁ ÞÁÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÐÉÒÁÅÔÓÑ Œ ÄÒÕÇÕÀ | ÔÏÇÄÁ Œ ÉÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÁÒÔÙ.)

4. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ Ë ÄÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÅ. œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÁËËÕÒÁÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ËÁÒÔ É ÐÒÏŒÅÒËÉ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ (Á ÔÁËÖÅ ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔÉ).

ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ŒŒÅÄčÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (Ó ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕ- ÅÍÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ C^1-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ C^m -ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÔÒÅÂÕÑ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÂÙÌÉ m ÒÁÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍÉ), C^∞-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (Ó ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ), ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÔÁËÖÅ ÇÌÁÄ- ËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (Ó ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ) É ÄÒ. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ (ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉŒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ).

29 õËÁÖÉÔÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

30 õËÁÖÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Œ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÁÈ. ðÒÅÄÌÏÖÉÔÅ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ĂÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅĄ ËÁÒÔÙ ÄÌÑ ÎÉÈ É ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÇÌÁÄ- ËÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ.

31 íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÔÌÁÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÉÍÅÀÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÏÊ (ÑËÏÂÉÁÎ) ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁ, Á ÌÉÓÔ íčÂÉÕÓÁ | ÎÅÔ.

16. çÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ.

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ

ðÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X É Y É ÆÕÎËÃÉÑ f : X → Y . çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x ∈ X , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÁÒÔ ’: U → X É : V → Y , ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÈ ÔÏÞËÉ x É f (x ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÜÔÉÈ ËÁÒÔÁÈ, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ

^{−1} ∘f ∘ ’: ’^{−1}(f^{−1}((V ))) → V

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ’^{−1}(x) É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

32 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙ- ÂÏÒÁ ËÁÒÔÙ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÅÇÏ ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ ËÁÒÔ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÈ x É f (x).

33 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ Åč ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ (Œ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÉ).

34 äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ k ÒÁÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ C^m -ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÐÒÉ m ⩾ k.

35 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ Œ R^n É ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ R^m , ÎÏŒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÔÁÒÙÍ (ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ R^n Œ R^m ).

36 (Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ x ∈ R^n ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ X ⊂ R^n , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x É ÒÁŒÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÅ ÎÁ X .

(Â) äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M (ŒÍÅÓÔÏ R^n ).

(Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁ- ÀÝÉÈÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É B , ÐÒÉÞčÍ A ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ŒÓÀÄÕ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÁ ÎÁ A É ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ B . ëÁË ÉÚ ÎÅč ÐÏÌÕÞÉÔØ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÒÁŒÎÕÀ 1 ÎÁ A É 0 ÎÁ B , ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÔÒÅÚËÕ [0; 1]?

(Ç) (ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_1; : : : ; U_k , ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÈ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C ÎÁ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÉ M , ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_1; : : : ; f_k : M → [0; 1], ÞÔÏ ÞÔÏ (1) ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎËÃÉÉ f_i (ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÅÈ ÔÏÞÅË, ÇÄÅ f_i ≠ 0) ËÏÍÐÁËÔÅÎ É ÌÅÖÉÔ Œ U_i ; (2) f_1(x) + : : : + f_k (x ) = 1 ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ C .

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏËÁ ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ, ÎÏ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ Åč ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ. þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÕÀ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ Œ ÅÇÏ ÔÏÞËÅ).

ðÕÓÔØ X | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á x | ÅÇÏ ÔÏÞËÁ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÕÔÉ, ÐÒÏŒÅÄčÎÎÙÅ ÞÅÒÅÚ x, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ fl : (−”; ”) → X

(ÐÒÉ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ” ¿ 0), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ fl(0) = x. äŒÁ ÔÁËÉÈ ÐÕÔÉ fl_1; fl_2 ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (ĂÉÍÅÀÝÉÍÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ Œ ÔÏÞ- ËÅ xĄ), ÅÓÌÉ ÉÈ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÁÒÔÅ ’, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÕÔÉ ’^{−1} ∘ fl_1 É ’^{−1} ∘fl_2, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÍÅÎØÛÅÊ) ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ Œ ÎÕÌÅ.

37 ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÓÌÏŒÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÕÔÅÊ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÒÔÙ, ÔÏ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ.

ëÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÐÕÔÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ x Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ X .

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ 0 ÐÕÔÉ ’^{−1} ∘ fl ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙ- ÂÏÒÁ fl Œ ËÌÁÓÓÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ; ÜÔÏÔ ŒÅËÔÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ËÁÒÔÅ ’. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ (ŒÏÚØÍčÍ ÐÕÔØ Œ ËÁÒÔÅ É ÐÅÒÅÎÅÓčÍ ÅÇÏ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉ- ÑÍÉ (ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ R^k ) É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ, É ÎÁ ŒÅËÔÏÒÁÈ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ x Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ X .

38 ðÏÞÅÍÕ ÜÔÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÁÒÔÙ?

ðÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÅ ËÁÒÔÙ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÅ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ x ÎÁ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÉ. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ÜÔÉÈ ËÁÒÔÁÈ? óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÕÔÉ ÓŒÑÚÁÎÙ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÙ ÓËÏÒÏ- ÓÔÉ ÓŒÑÚÁÎÙ Åč ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ ÔÏÞËÅ x | ÜÔÏ ËÏÇÄÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ËÁÒÔÅ ÚÁÄÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ R^k , ÐÒÉÞčÍ ŒÅËÔÏÒÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ËÁÒÔ ÓŒÑÚÁÎÙ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Œ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ x. éÌÉ ÎÁ ÅÝč ÂÏÌÅÅ ĂÆÉÚÉÞÅÓËÏÍĄ ÑÚÙËÅ: ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ, ÕÍÎÏÖÁÀÝÉÊÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ ñËÏÂÉ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÚ ÐÅÒŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ŒÏ ŒÔÏÒÕÀ.

ðÕÓÔØ f | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X É ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÏÒÍÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Y . ðÕÓÔØ v | ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Ë X Œ ÔÏÞËÅ x . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ f ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÁ v (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: D_v f ) ËÁË ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ t → f (fl(t))

Œ ÔÏÞËÅ 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑ fl ŒÅËÔÏÒÁ v.

39 ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v → D_v f

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_x (X ) Œ Y . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ

ËÁÒÔÙ, Á ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Œ ËÁÒÔÕ ’ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

w → ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f ∘’ ŒÄÏÌØ w

(ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÁ v ÒÁŒÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∘ ’ ŒÄÏÌØ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ w ŒÅËÔÏÒÁ v Œ ËÁÒÔÅ ’).

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T_x (X ) → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ (ÉÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ) ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ x É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f^′(x).

40 ðÕÓÔØ f É g | ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎ- ÎÙÅ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ Œ ÔÏÞËÅ x . äÏËÁÖÉÔÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ:

D_v (fg) = f (x)(D_v g) + (D_v f )g(x):

îÁ ÜÔÏÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÉ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÌÁÄËÉÈ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ) ÆÕÎË- ÃÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ÔÏÞËÉ 0 ∈ R^n . âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÄŒÅ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞ- ËÉ 0 (ÜÔÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ Œ ÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ). ëÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁÚÏŒčÍ ÒÏÓÔËÏÍ (ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ Œ ÎÕÌÅ).

41 ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ËÏÌØÃÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ ÒÏÓÔËÏŒ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÎÕÌÅ.

ðÕÓÔØ S | ËÏÌØÃÏ ÒÏÓÔËÏŒ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÎÕÌÅ (Œ R^n ). äÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D : S → R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

D(fg) = f (0)D(g) + D(f )g(0):

ðÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ R^n ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

D_v (f ) = f^′(0)v

(ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÎÕÌÅ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÁ v) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ. œÅÒ- ÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÄÒÕÇÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ (ËÒÏÍÅ D_v ) ÎÅÔ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÄčÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔ:

42 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D(c) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ D É ÌÀ- ÂÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ) c. (õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ D(1) = 0, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÄÌÑ D(1 · 1).)

úÁÔÅÍ ÎÕÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÌÅÍÍÏÊ áÄÁÍÁÒÁ: ŒÓÑËÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f , ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ Œ R^n , ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ËÁË f (x_1; : : : ; x_n ) = f (0; : : : ; 0) + x_1g_1(x_1; : : : ; x_n ) + : : : + x_n g_n (x_1; : : : ; x_n )

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ g_1; : : : ; g_n .

œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÅÍÍÁ áÄÁÍÁÒÁ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ÞÁÓÔÎÏÅ (f (x) − f (0))=x, ÄÏÏÐÒÅ- ÄÅÌčÎÎÏÅ Œ ÎÕÌÅ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ËÁË f^′(0), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. (ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ.) œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÅ, ÄÁŒÁÅÍÏÅ ÌÅÍÍÏÊ áÄÁÍÁÒÁ, ÕÖÅ ÎÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÌÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ) ÎÁÄÏ ÓÇÒÕÐÐÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó x_1 Œ ÏÄÎÕ ÞÁÓÔØ, Ó x_2 Œ ÄÒÕÇÕÀ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ x_1x_2 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÎÅÓÅÎÏ ËÕÄÁ ÕÇÏÄÎÏ). ïÂÝÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ áÄÁÍÁÒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ É ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ: ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ x ∈ R^n ÆÕÎËÃÉÀ ff(t) = f (tx) ÐÒÉ t ∈ [0; 1]. ôÏÇÄÁ

f (x) = f (0) + ff(1) − ff(0) = f (0) +

∫_1 0 ff^′(t) dt

ðÏÓËÏÌØËÕ ff^′(t) = f^′(tx)x = (grad f (tx); x), ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË ÓÕÍÍÕ (ÐÏ i = 1; : : : ; n) ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ

x_i

∫_1 0 @f @x_i

(tx_1; : : : ; tx_n ) dt = x_i g_i (x_1; : : : ; x_n )

ÞÔÏ É ÄÁÓÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÄÌÑ f , ÅÓÌÉ ÐÏŒÅÒÉÔØ Œ ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÆÕÎË- ÃÉÊ g_i (ÏÎÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÏÂÝÉÈ ÔÅÏÒÅÍ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ).

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ D Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÌÅÍÍÙ áÄÁÍÁÒÁ, ÎÁÈÏ- ÄÉÍ, ÞÔÏ Df = g_1(0)Dx_1 + : : : + g_n (0)Dx_n ;

ÇÄÅ Dx_i ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ D Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (x_1; : : : ; x_n ) → x_i . ôÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÁčÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÁ (v_1; : : : ; v_n ), ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ v_i = Dx_i .

43 õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÎÉÍÙ Ë ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÏŒÁÎÉÀ ÒÏÓÔËÏŒ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ËÌÁÓÓÁ C^∞ É ÔÅÍ ÓÁ- ÍÙÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Ë ÔÁËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ËÁË ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÏÌØÃÁ ÒÏÓÔËÏŒ.

œÅÒÎčÍÓÑ Ë ÏÂÙÞÎÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ËÁË ËÌÁÓÓÁ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÐÕÔÅÊ É ÏÂSSÑÓÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÇÏ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ ÄÒÕÇÏÅ. ðÕÓÔØ X É Y | ÄŒÁ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ É f | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ X Œ Y , ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÕÅÍÏÅ Œ ÔÏÞËÅ x ∈ U .

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f , ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ T_x (X ) → T_{f (x)}Y . á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ v ∈ T_x (X ) ÅÓÔØ ËÌÁÓÓ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÕÔÉ fl, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÕÔØ f ∘ fl, ÐÒÏÈÏ- ÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ f (x), É ËÌÁÓÓ ÜÔÏÇÏ ÐÕÔÉ.

44 ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÒÔÁÈ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ. óÆÏÒÍÕ- ÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÄŒÕÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ ÄÒÕÇÏÅ ÕÖÅ ÎÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ËÁË ÔÁËÏŒÏÇÏ, Á ÅÓÔØ ÌÉÛØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÕÔÅÊ Ó f ; ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓËÒÙÔÏ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ ËÁË ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÐÕÔÅÊ (ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ).

âÏÌÅÅ ĂÆÉÚÉÞÅÓËÏÅĄ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ŒÙÇÌÑÄÅÌÏ ÂÙ ÔÁË: ÍÁÔÒÉÃÁ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÉÚÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f : X → Y Œ ËÁÒÔÁÈ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÁÒÔ ÎÁ X É ÎÁ Y . åÓÌÉ Œ X ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÁÒÔÙ ËÁË ÐÏÌÏÖÅÎÏ ÄÌÑ ŒÅË- ÔÏÒÁ, ÔÏ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÕÐÏÍÑÎÕÔÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ËÁÒÔÙ Œ X ÐÒÏÐÁÄčÔ, É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÞÉÓÅÌ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÍ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ Y -ËÁÒÔÙ ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Ë Y .

17. üËÓÔÒÅÍÕÍÙ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f , ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X , ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ X É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ a, ÔÏ f^′(a) = 0.

îÁ ŒÓÑËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÏÑÓÎÉÍ: ĂÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f (a) ⩾ f (x) ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ X . œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ f^′(a) = 0 ÎÕÌØ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁ- ÓÔÉ ÅÓÔØ ÎÕÌÅŒÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_a (X ) Œ R.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÐÕÔØ fl : (−”; ”) → X ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ ÔÏÞËÅ a; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÏÇÄÁ fl(0) = a. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÐÒÉ f^′(a) ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ t → f (fl(t)) Œ ÎÕÌÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÚÄÅÓØ ÒÅÞØ ÉÄčÔ Ï ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ Œ ÎÕÌÅ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ.

þÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ: ÐÕÓÔØ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ k-ÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ R^n , Á ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ X , ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ Œ R^n ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ŒÓč X . úÁÄÁÞÁ Ï ÐÏÉÓËÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ (ÍÉÎÉÍÕÍÁ) ÎÁ X ÔÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ ÏÂ ÕÓÌÏŒÎÏÍ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ Œ X . óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ É ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÁÑ f^′(a) ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R^n → R ÏÂÑÚÁÎÁ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÅ ÃÅÌÉËÏÍ, Á ÌÉÛØ ÎÁ k-ÍÅÒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_a (X ) ⊂ R^n .

ôÁ ÖÅ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÅÝč ÂÏÌÅÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏ: ÐÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ

f : (x_1; : : : ; x_n ) → f (x_1; : : : ; x_n )

ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ Œ ÔÏÞËÅ a ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ

g_1(x_1; : : : ; x_n ) = 0 : : :

g_s (x_1; : : : ; x_n ) = 0;

ÐÒÉÞčÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ‖@g_i =@x_j ‖ ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÎÇ s (ÔÁË ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁŒÎÁ n − s). ôÏÇÄÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÐÒÅ- ŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÔÁËÏÅ:

g^′_1(a)h = 0; : : : ; g^′_s (a)h = 0 ⇒ f^′(a)h = 0

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ h ∈ R^n .

ìÅÍÍÁ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ: ÅÓÌÉ ff_1; : : : ; ff_s ; fi | ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E , É ÐÒÉ ÜÔÏÍ

ker ff_1 ∩ : : : ∩ ker ff_s ⊂ ker fi;

ÔÏ fi ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ff_1; : : : ; ff_s , ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ˘_1; : : : ; ˘_s , ÞÔÏ fi = ˘_1ff_1 + : : : + ˘_s ff_s :

(äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ fi(e) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ff_i (e); ÏÓÔÁčÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÜÔÕ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ Ó ÏÂÒÁÚÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (ff_1; : : : ; ff_s ) ÎÁ ŒÓč R^s .)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÑÈ g_1 = : : : = g_s = 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ˘_1; : : : ; ˘_s , ÞÔÏ f^′(a) − ˘_1g^′_1(a) − : : : − ˘_s g^′_s (a) = 0;

ÐÒÉÞčÍ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÁ ŒÓčÍ R^n . þÉÓÌÁ ˘_i ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÎÏÖÉ- ÔÅÌÑÍÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÉÝÅÍ ÍÁËÓÉÍÕÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ f (x_1; : : : ; x_n ) ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ (x_1; : : : ; x_n ), ÔÏ ÎÁÄÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ n ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ @f=@x_i (x_1; : : : ; x_n ) = 0 (ÐÒÉ i = 1; : : : ; n). åÓÌÉ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ s ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ g_i (x_1; : : : ; x_n ) = 0 (ÐÒÉ i = 1; : : : ; s), ÔÏ ÎÁÄÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ˘_1; : : : ; ˘_s É ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÅ ÖÅ n ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Œ ÎÕÌØ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ) ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ

f (x_1; : : : ; x_n ) − ˘_1g_1(x_1; : : : ; x_n ) − : : : − ˘_s g_s (x_1; : : : ; x_s ):

ðÏÌÕÞÉÔÓÑ n ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó n + s ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ x_1; : : : ; x_n ; ˘_1; : : : ; ˘_s , Ë ËÏ- ÔÏÒÙÍ ÄÏÂÁŒÌÑÀÔÓÑ ÅÝč s ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ g_i (x_1; : : : ; x_n ) = 0.

ðÒÉÍÅÒ 1. äÏËÁÖÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ É ÓÒÅÄÎÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ Œ ÔÁËÏÍ ŒÁÒÉÁÎÔÅ: ÅÓÌÉ x_1; : : : ; x_n ⩾ 0 É x_1 + : : : + x_n = n , ÔÏ x_1 · x_2 · : : : · x_n ⩽ 1.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÆÕÎËÃÉÑ f (x_1; : : : ; x_n ) = x_1 · x_2 · : : : · x_n ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É ÐÏ- ÔÏÍÕ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ S , ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ x_1; : : : ; x_n ⩾ 0 É x_1 + : : : + x_n = n. üÔÏÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÑ É ÐÏÔÏÍÕ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ (ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ). œÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ g = 0, ÇÄÅ g(x_1; : : : ; x_n ) = x_1 + : : : + x_n − n. ðÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÚÁÐÉÛÅÍ @ @x_i

[f (x_1; : : : ; x_n ) − ˘g(x_1; : : : ; x_n )] = 0;

ÞÔÏ Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ

x_1 · : : : ^x_i : : : · x_n − ˘ = 0

(ÓÉÍŒÏÌ ^x_i ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ x_i ÐÒÏÐÕÝÅÎ). œÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ ŒÓÅ x_i ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ É ÍÁËÓÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ (1; : : : ; 1). þÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ðÒÉÍÅÒ 2. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ- ÃÁ A ÒÁÚÍÅÒÁ n × n ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. (äÁÌÅÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÎÏ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ËÁ- ÓÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.)

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁËÓÉÍÕÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ

f (x_1; : : : ; x_n ) = (Ax; x) = ∑_{i;j} a_{ij} x_i x_j

(ÓÕÍÍÁ ÂÅÒčÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ n^2 ÐÁÒÁÍ (i; j )) ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ

g(x_1; : : : ; x_n ) = x^2_1 + : : : + x^2_n − 1 = 0:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, Á ÓÆÅÒÁ ËÏÍÐÁËÔÎÁ, ÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁ- ÅÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÆÅÒÙ. œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ˘ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f − ˘g ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÞÔÏ ÄÁčÔ @ @x_k

[f − ˘g] = 2 ∑_i a_{ki} x_i − 2˘x_k = 0

(ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ÎÕÖÎÏ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÕÞÅÓÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ a_{ii} x^2_i , Á ÔÁËÖÅ ÐÁÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ŒÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ a_{ik} x_i x_k É a_{ki} x_k x_i , Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ 2). á ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ (x_1; : : : ; x_n ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ A Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ˘.

45 ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÂÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ (Ax; x) É (x; x).

46 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÏÐÉÓÁÎ- ÎÏÇÏ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÏËÒÕÇ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ. [õËÁÚÁÎÉÅ. õÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ÜÌÌÉÐÓÏÉÄ (Ax; x) = 1 ŒÒÁÝÁÅÔÓÑ. œÒÁÝÅ- ÎÉÅ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÓÌÅÄÁ ÍÁÔÒÉÃÙ A^{−1}, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ.]

18. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → R ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ X . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^′(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ôÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ | ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X ÓÔÁŒÉÔÓÑ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ !(x): T_x (X ) → R | ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Åč ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ df .

åÓÌÉ X ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n , ÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x = (x_1; : : : ; x_n ) ∈ X ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ! Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ !(x): R^n → R É ÚÁÄÁčÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÍÉ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ:

!(x) = !_1(x )e^1 + : : : + !_n (x)e^n :

úÄÅÓØ e^i | ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ i -À ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏÔ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ (ÌÉÎÅÊÎÏÊ) ÆÕÎËÃÉÉ (x_1; : : : ; x_n ) → x_i Œ ÌÀ-

ÂÏÊ ÔÏÞËÅ, ÔÏ ÅÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ dx_i É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ! ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ ÚÁÐÉÓÙ- ŒÁÀÔ Œ ŒÉÄÅ !(x) = !_1(x)dx_1 + : : : + !_n (x)dx_n :

æÏÒÍÁ ! ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ÆÕÎËÃÉÉ !_i . üÔÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÆÏÒÍ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ R^n ; ÄÌÑ ÆÏÒÍ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÎÁÄÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ (ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ) ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ Œ ËÁÒÔÅ, Á ÚÁÔÅÍ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÅÓÌÉ Åč ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ËÁÒÔÁÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ.

47 óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÜÔÏ ÁËËÕÒÁÔÎÏ É ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÁÔÌÁÓÁ ÎÁ C^1-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÎÅ ÏÇÏŒÁÒÉŒÁÑ ÜÔÏÇÏ ÏÓÏÂÏ.

æÏÒÍÁ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ! ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ, ÉÌÉ ËÏÇÒÁÎÉÃÅÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f (ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ): ! = df . üÔÁ ÆÕÎË- ÃÉÑ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ !.

48 òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ x ≠ 0 (Œ R^2) ÆÕÎËÃÉÀ ’(x; y) = = arctg(y=x ). îÁÊÄÉÔÅ Åč ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ R^2 \ {(0; 0)}.

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ P (x) dx ; Åč ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ∫ P (x) dx É ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË, ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, É ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÑ Ë ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÀ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍÉ (ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ É ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ). îÏ É ÚÄÅÓØ ÎÁÞÎčÍ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ.

19. ëÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ É ËÏÇÒÁÎÉÃÙ

ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÁ ! ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X É ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÊ ÐÕÔØ fl : [a; b] → X (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ fl ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ, ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÏÔÒÅÚÏË [a; b]). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÏÒÍÙ ! ÐÏ ÐÕÔÉ fl ÆÏÒÍÕÌÏÊ ∫ fl ! = ∫_b a !(fl(t))fl^′(t) dt:

úÄÅÓØ !(fl(t)) ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ! Œ ÔÏÞËÅ fl(t), ÔÏ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Œ ÔÏÞËÅ fl(t), Á fl^′(t) | ŒÅËÔÏÒ ÔÏÇÏ ÓÁÍÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÄ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌÏÍ ÅÓÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ t. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÔÁË ËÁË ÆÏÒÍÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, Á ÐÕÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (òÉÍÁÎÁ) ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ.

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ:

• ÅÓÌÉ ÐÕÔØ fl ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ fl_1 É fl_2 ÔÏÞËÏÊ c ∈ [a; b], ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ fl ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÏ fl_1 É fl_2;

• ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÐÕÔÉ: ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ÎÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÏÔÒÅÚËÁ [~a; ~b], ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ a É b ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ~a É ~b ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Á ÐÕÔÉ ~fl : [~a; ~b] → X É fl : [a; b] → X ÓŒÑÚÁÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ fl = ~fl ∘ ’, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÏ ÐÕÔÑÍ fl É ~fl ÏÄÉÎÁËÏŒÙ;

• ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÐÕÔÉ (ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÎÏ ’(a) = ~b É ’(b) = ~a) ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÐÕÔÉ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË;

• ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ df ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ÐÕÔÉ fl ÒÁŒÅÎ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ËÏÎÃÅ É ÎÁ- ÞÁÌÅ ÐÕÔÉ (ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ { ìÅÊÂÎÉÃÁ).

œÓÅ ÜÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÔÏÒÏÅ É ÔÒÅÔØÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÒÁŒÉÌÕ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Œ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ, Á ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ | ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ { ìÅÊÂÎÉÃÁ: ŒÅÄØ df (fl(t))fl^′(t) ÅÓÔØ ËÁË ÒÁÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ t → f (fl(t)) ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ËÕ- ÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÏÍÕ ÐÕÔÉ. îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÐÕÔØ [a; b] → X ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË [a; b] ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÅÎØÛÉÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÕÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅ- ÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ). ôÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ŒÓÅÍÕ ÐÕÔÉ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÏ ÅÇÏ ÞÁÓÔÑÍ, É ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÈ ÏÂÝÅÅ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÅ).

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÁÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ- ÎÉËÏŒ, ÜÔÏ ÎÁÍ ÐÒÉÇÏÄÉÔÓÑ.

49 õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ { ìÅÊÂÎÉÃÁ ŒÅÒÎÁ É ÄÌÑ ËÕÓÏÞ- ÎÏ-ÇÌÁÄËÉÈ ÐÕÔÅÊ.

ëÒÉÔÅÒÉÊ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ! ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÒÁŒ- ÎÏÓÉÌØÎÙ:

• ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÆÏÒÍÙ ! ÐÏ ÄŒÕÍ ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÉÍ ÐÕÔÑÍ Ó ÏÂÝÉÍÉ ÎÁÞÁÌÏÍ

É ËÏÎÃÏÍ ÒÁŒÎÙ;

• ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÏÒÍÙ ! ÐÏ ÌÀÂÏÊ ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÏÊ ÐÅÔÌÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÕÔÉ Ó ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÍ ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ, ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ;

• ÆÏÒÍÁ ! ÔÏÞÎÁ.

ðÅÒŒÏÅ É ŒÔÏÒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ. åÓÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ É ËÏÎÃÁ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÐÅÔÌÅ ÒÁŒÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÐÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÍÕ ÐÕÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÕÌÀ. åÓÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÌÀÂÏÊ ÐÅÔÌÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÓÏÏÒÕÄÉÍ ÐÅÔÌÀ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÕÔÅÊ Ó ÏÂÝÉÍ ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ, ÉÚÍÅÎÉŒ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÉÈ. (úÄÅÓØ ŒÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÒÅÛÁÀÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÉÅ ÐÕÔÉ.)

éÚ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÀÔ ÄŒÁ ÐÅÒŒÙÈ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ { ìÅÊÂ- ÎÉÃÁ. ïÓÔÁčÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÏÒÍÙ ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ É ËÏÎÃÁ ÐÕÔÉ, ÔÏ ÆÏÒÍÁ ÔÏÞÎÁ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÔÏÞËÕ a ÎÁ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÉ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ f (x ) ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ! ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÐÕÔÉ, ŒÅÄÕÝÅÍÕ ÉÚ a Œ x . (íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ; ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ.) îÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÐÕÔÉ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. (úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ŒÙÂÏÒ ÔÏÞËÉ a ÍÅÎÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ f ÌÉÛØ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.)

ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ df = !. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ Œ ËÁÒÔÅ (É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ ÔÕ ÖÅ ËÁÒÔÕ). ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÁÍÉ P_1(x_1; : : : ; x_n ) dx_1 + : : : + P_n (x_1; : : : ; x_n ) dx_n

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÒÁŒÎÙ P_i (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÏÒÍÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÔÏ P_i ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ É ÏÔÓÀÄÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÏÌÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ).

òÁÚÎÏÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑÊ f (x_1; : : : ; x_i + ´x_i ; : : : ; x_n ) É f (x_1; : : : ; x_i ; : : : ; x_n ) ÒÁŒÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ, ÉÄÕÝÅÍÕ ŒÄÏÌØ x_i , ÔÏ ÅÓÔØ ∫_{xi +�xi}

x_i

P_i (x_1; : : : ; x_{i −1}; t_i ; x_{i +1}; : : : ; x_n ) dt_i

ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ îØÀÔÏÎÁ { ìÅÊÂÎÉÃÁ.

50 ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÙ x dx +2y dy É y dx +x dy ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ (É ÕËÁÖÉÔÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÕÀ), Á 2y dx + x dy | ÎÅÔ.

20. úÁÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÙ (ËÏÃÉËÌÙ)

þÔÏ ÍÅÛÁÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÂÙÔØ ÔÏÞÎÏÊ? œÏÚÍÏÖÎÙ ÐÒÅÐÑÔ- ÓÔŒÉÑ ÄŒÕÈ ÓÏÒÔÏŒ: ÌÏËÁÌØÎÙÅ (ÆÏÒÍÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÄÁÖÅ Œ ÍÁÌÏÊ

ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ) É ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ (Œ ÍÁÌÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚ- ÎÕÀ, ÎÏ ÏÎÉ ÎÅ ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ). âÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÜÔÉ ŒÏÐÒÏÓÙ ÒÁÚÄÅÌØÎÏ.

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ! ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ, ÉÌÉ ËÏÃÉËÌÏÍ, ÅÓÌÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÎÁ ÔÏÞÎÁ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ a É ÔÁËÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : U → R, ÞÔÏ df = ! Œ U .

îÅ ŒÓÑËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÁ ÔÏÞÎÁ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ, ÎÏ ÎÅ ÔÏÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ: d’, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏÌÑÒÎÏÇÏ ÕÇÌÁ. ðÏÌÑÒÎÙÊ ÕÇÏÌ, ÓÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ | ÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÌÉÛØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 2ß (ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÒÏÍÅ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). æÏÒÍÁÌØÎÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË arctg(y=x ) + 2ßk (ÐÒÉ x ≠ 0) ÉÌÉ ËÁË ß=2 − arctg(x=y) + 2ßk (ÐÒÉ y ≠ 0). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅ 2ß ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÅÚ ÔÏÞËÉ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 48, ÇÄÅ ÕËÁÚÁÎÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ d’).

éÚ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ d’ ÔÏÞÎÁ Œ ÏÂÌÁÓÔÑÈ x ≠ 0 É y ≠ 0, É ÐÏÔÏÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÁ. ïÄÎÁËÏ Åč ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ ËÒÕÇÕ ÒÁŒÅÎ 2ß É ÐÏÔÏÍÕ ÏÎÁ ÎÅ ÔÏÞÎÁ.

51 œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÄÌÑ ÐÕÔÉ (cos t; sin t) ÑŒÎÏ, Á ÔÁËÖÅ Ó ÐÏÍÏ- ÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ { ìÅÊÂÎÉÃÁ. (õËÁÚÁÎÉÅ: Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÐÕÔØ ÎÁ ÞÁÓÔÉ.)

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÕËÁÚÁÔØ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÄÌÑ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÏÒÍ, ÓÆÏÒÍÕ- ÌÉÒÕÅÍ ÌÅÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉÇÏÄÉÔÓÑ Œ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ.

ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ËÒÕÇÅ É ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÐÒÑÍÏ- ÕÇÏÌØÎÉËÕ ŒÎÕÔÒÉ ÜÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÆÏÒÍÁ ÔÏÞÎÁ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ÄŒÕÍ ÐÕÔÑÍ, ŒÅÄÕÝÉÍ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁ ËÒÕÇÁ Œ ÔÏÞËÕ x (ÓÍ. ÒÉÓ. 5), ÏÄÉÎÁËÏŒÙ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ. ðÕÔØ ŒÐÒÁŒÏ { ŒŒÅÒÈ ÕÄÏÂÅÎ ÄÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ @f=@y ÐÒÁŒÉÌØÎÁ, Á ÐÕÔØ ŒŒÅÒÈ { ŒÐÒÁŒÏ ÕÄÏÂÅÎ ÄÌÑ @f=@x.

òÉÓ. 5. ðÕÔÉ ÒÁÚÎÙÅ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÄÉÎ.

ôÅÐÅÒØ ŒÓč ÇÏÔÏŒÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-

ÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ Œ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ: ÆÏÒÍÁ

P (x; y) dx + Q(x; y) dy

ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ @P @y (x; y) = @Q @x (x; y)

Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ (x; y) Åč ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ: ÅÓÌÉ P = @f=@x É Q = @f=@y ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÊ f , ÔÏ ÐÏ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ P É Q ÆÕÎËÃÉÑ f ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ É @^2f=@x @y = @^2f=@y @x:

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÕ, ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÕÓÑ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ P dx + Q dy, ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. (ôÏÇÄÁ Œ ÌÀÂÏÍ ËÒÕÇÅ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞÎÏÊ, É ÐÏÔÏÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÁ.) ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË É ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÕ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ (ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ) ”, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÐÌÏÝÁÄØ ÜÔÏ- ÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÁËÏÅ (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ) ÚÎÁÞÅÎÉÅ ” É ÎÁÚÏŒčÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ĂÐÌÏÈÉÍÉĄ.

òÉÓ. 6. ïÄÎÁ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ ÐÌÏÈÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÌÏÈÁ.

åÓÌÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÒÅÚÁÎ ÎÁ ÞÅÔŒÅÒÔÕÛËÉ (ÒÉÓ. 6), ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ŒÓÅÍÕ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÕ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ (ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÏÔ- ÒÅÚËÉ ÐÒÏÈÏÄÑÔÓÑ ÔÕÄÁ { ÏÂÒÁÔÎÏ É ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ). ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÞÁÓÔÉ ÈÏÒÏÛÉÅ, ÔÏ É ŒÅÓØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÈÏÒÏÛ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Õ ÐÌÏÈÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÅÓÔØ ÐÌÏÈÁÑ ÞÅÔŒÅÒÔÕÛËÁ, Åč ÓÎÏŒÁ ÒÁÚÒÅÖÅÍ ÎÁ ÞÁÓÔÉ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ðÏÌÕÞÁÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÎÙÅ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÐÌÏ- ÈÉÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ. éÈ ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ (ff; fi) ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÊ ÏÈŒÁ- ÔÙŒÁÀÝÉÊ Åč ÐÌÏÈÏÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÓÔÏÒÏÎ.

üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ @P=@y(ff; fi) = @Q=@x(ff; fi). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅ- ÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË [a; b] × [c; d ], ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ (ff; fi). éÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÎÅÍÕ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍ É ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ

É ÒÁŒÅÎ ∫_b a [P (x; c) − P (x; d )] dx +

∫_d c [Q(b; y) − Q(a; y)] dy

(ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ŒÁÖÎÏ P , ÎÁ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ | Q). éÓÐÏÌØÚÕÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ P É Q Œ ÔÏÞËÅ (ff; fi), ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ŒÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÐÏÄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÎÁ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÛÉÂËÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÂÕÄÅÔ o(l ), ÇÄÅ l | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÒÁÚÍÅÒÙ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ

∫_b a @P @y (ff; fi) · (c − d ) dx +

∫_d c @Q @x (ff; fi) · (b − a) dy = = [ @Q @x (ff; fi) − @P @y (ff; fi) ] (d − c)(b − a) = 0;

ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÛÉÂËÁ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏÄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÅÓÔØ o(l ), Á Ó ÕÞčÔÏÍ ÏÔ- ÒÅÚËÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ o(l^2), É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ ” · (ÐÌÏÝÁÄØ) ÄÌÑ ÓÔÒÅÍÑÝÉÈÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ (Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÓÔÏ- ÒÏÎ). ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÌÏÈÉÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

52 ðÕÓÔØ f : C → C | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÆÕÎËÃÉÑ. (üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ R^2 Œ R^2 É Åč ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÅÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ: ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ z ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ [f (z + h) − f (z)]=h, ËÏÇÄÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ h ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.) äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ f (z) dz É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÔÏÞÎÁ.

53 (äÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅÍ Œ R^2.) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÏÒÍÙ P (x; y) dx + Q(x; y) dy Ó ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏÓÑ Œ Åč ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÑ, ÒÁŒÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ∫∫ [ @Q @x (x; y) − @P @y (x; y) ] dx dy

ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÕ (ÆÏÒÍÕÌÁ çÒÉÎÁ ÄÌÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ). üÔÏ ÄÁčÔ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÄÌÑ ÆÏÒÍ Ó ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÅÓÔØ É ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕ- ÅÍÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ Œ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ R^n : ÆÏÒÍÁ P_1(x_1; : : : ; x_n ) dx_1 + : : : + P_n (x_1; : : : ; x_n ) dx_n

ÚÁÍËÎÕÔÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ @P_i =@x_j = @P_j =@x_i ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ U .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁ- ÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÛÁÒÅ É ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍÕ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÕ (ŒÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ËÒÏÍÅ ÄŒÕÈ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ, Á ÄŒÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË) ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÏÎÁ ÔÏÞÎÁ Œ ÜÔÏÍ ÛÁÒÅ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ n! ÌÏÍÁÎÙÈ ÐÕÔÅÊ, ŒÅÄÕÝÉÈ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁ ÛÁ- ÒÁ Œ x (ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, ÐÏÔÏÍ ÐÏ ÄÒÕÇÏÊ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÄÒÕÇÏÍÕ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÔ ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ ÏÂÈÏÄÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ŒÓÅÍ ÜÔÉÍ n! ÐÕÔÑÍ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ. íÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÔÅ ÉÚ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÍ ÐÏÄÈÏÄÑÔ, É ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ËÁË ÒÁÎØÛÅ.

á ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍÕ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÕ (Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (x_i ; x_j )) ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ P_i É P_j , ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

21. çÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÐÕÔÉ

úÁÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÙ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÏÞÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÎÅÂÏÌØÛÏÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÐÕÔÉ (Á ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, É ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÂÏÌØÛÉÅ). ôÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÈ ÐÕÔÅÊ.

ðÕÓÔØ fl_0; fl_1 : [0; 1] → X | ÄŒÁ ÐÕÔÉ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X Ó ÏÂÝÉÍÉ ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ fl_0(0) = fl_1(0) É fl_0(1) = fl_1(1). çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ËÁË ÐÕÔÉ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ŒËÌÀÞÉÔØ Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÕÔÅÊ fl_t : [0; 1] → X Ó ÔÅÍ ÖÅ ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ, ÇÄÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒ t ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ ÎÕÌÑ ÄÏ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÒÉÞčÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

(t; s) → fl_t (s)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÁ [0; 1] × [0; 1] Œ X . äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÕÔÉ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, ÅÓÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÁÎÉÃÙ ËŒÁÄÒÁÔÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X , ËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÅŒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó fl_0, ÓÐÒÁŒÁ | Ó fl_1, Á ÎÁ ŒÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÉÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÓÅÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ (Ó ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ), ÓÍ. ÒÉÓ. 7.

54 äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÈ ÐÅÔÅÌØ (ÐÅÔÌÑ | ÐÕÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÞÁÌÏ É ËÏÎÅÃ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ). ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÕÔÉ fl_0 É fl_1 Ó ÏÂÝÉÍ ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÅÔÌÑ ĂÔÕÄÁ ÐÏ fl_0, ÏÂÒÁÔÎÏ ÐÏ fl_1Ą ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÏÂÅÝÁÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÏ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍ ÐÕÔÑÍ ÒÁŒÎÙ. (òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁ, ÏÐÒÅòÉÓ. 7. çÏÍÏÔÏÐÉÑ.

ÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X , É ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÉÅ ÐÕÔÉ, ÇÏÍÏÔÏÐ- ÎÙÅ Œ X .)

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ, ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ (ÒÉÓ. 7). ëÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ ÏÂÈÏÄÉÔ ÇÒÁÎÉÃÕ ÜÔÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, Åč ÏÂÒÁÚ ÄŒÉÖÅÔÓÑ ÐÏ X ŒÄÏÌØ fl_1 É ÏÂÒÁÔÎÏ ÐÏ fl_0, Á Œ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ ÓÔÏÉÔ. ïÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÐÅÔÌÑ Œ X , É ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÜÔÏÊ ÐÅÔÌÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

òÁÚÒÅÖÅÍ ËŒÁÄÒÁÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏ ÍÅÌËÉÈ, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÔÌÉ, ÏÂÈÏÄÑÝÉÅ ËÁ- ÖÄÙÊ ÉÚ ÐÏÌÕÞÉŒÛÉÈÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÉËÏŒ (ÒÉÓ. 8). ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÉÎÔÅ-

òÉÓ. 8. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÓÕÍÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÏ ÍÁÌÙÍ ÐÅÔÌÑÍ.

ÇÒÁÌ ÐÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÐÅÔÌÅ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÏ ÍÁÌÙÍ. (ôÕÔ ÅÓÔØ ÔÒÕÄ- ÎÏÓÔØ: ÍÁÌÙÅ ÐÅÔÌÉ ÌÉÛØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ, Á ÎÅ ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÉÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÎÉÍ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ | ÎÏ ÏÂ ÜÔÏÍ ÐÏÓÌÅ, ÐÕÓÔØ ÐÏËÁ ÜÔÉ ÐÅÔÌÉ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÇÌÁÄËÉÍÉ.)

åÓÌÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÍÅÌËÏÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÉË ÃÅÌÉËÏÍ ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ ÏÂÌÁÓÔØ, ÇÄÅ ÆÏÒÍÁ ÔÏÞÎÁ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ÍÁÌÙÍ ÐÅÔÌÑÍ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ (ËÁË É ÐÏÌÏÖÅÎÏ ÄÌÑ ÔÏÞÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÓÍ. ŒÙÛÅ). ðÏÜÔÏÍÕ É ŒÅÓØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ ÍÅÌËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ u ËŒÁÄÒÁÔÁ ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ Åč ÏÂÒÁÚ v Œ X ; ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÏËÒÅÓÔ-

ÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ v, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÁ ÔÏÞÎÁ. ðÒÏÏÂÒÁÚ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ (ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ËŒÁÄÒÁÔÁ, ÚÁÄÁÀÝÅÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ) ÂÕÄÅÔ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ u. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ ËÏÍÐÁËÔÁ (ËŒÁÄÒÁÔÁ) ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁÍÉ. ïÓÔÁčÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÌÅÍÍÏÊ ìÅÂÅÇÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ”, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ ” ÃÅÌÉËÏÍ ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÏËÒÙÔÉÑ, É ŒÚÑÔØ ÓÔÏÒÏÎÕ ËŒÁÄÒÁÔÉËÏŒ ÍÅÎØÛÅÊ ”=2.

åÓÌÉ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÐÕÔÉ ÎÅ ÇÌÁÄËÉÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÐÒÏÓÔÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌ ËÁË ÒÁÚÎÉÃÕ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÊ (ËÏÔÏÒÁÑ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ) Œ ËÏÎÃÅ É ÎÁÞÁÌÅ ÐÕÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÕÌÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÅ ËŒÁÄÒÁÔÉËÁ ÂÕÄÅÔ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. þÕÔØ ÍÅÎÅÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÁÍ ËŒÁÄÒÁÔÉËÏŒ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÐÕÔÉ ÓÏËÒÁÔÑÔÓÑ. ðÒÏÂÌÅÍÁ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÎÁ ÐÕÔÉ ÔÕÄÁ É ÏÂÒÁÔÎÏ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÒÁÚÎÙÅ ÐÅÒŒÏ- ÏÂÒÁÚÎÙÅ (ÄÌÑ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÉËÏŒ). îÏ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÓŒÑÚÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÏÂÒÁÚÅ ÐÕÔÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÂÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÄÁÄÕÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

55 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÏ ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÏÊ ÐÅÔÌÅ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ, ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

56 äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏÍÕ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÇÌÁÄËÏÍÕ) ÐÕÔÉ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ.

äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÏÇÏ ÐÕÔÉ (ÉÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ, ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ) fl : [0; 1] → R^2 \ {(0; 0)} ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÏÒÍÙ d’ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÕÔÉ. üÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ (ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏ- ÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÄÌÑ ËÒÕÇÁ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÐÕÔÅÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ËŒÁÄÒÁÔÁ ŒÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ É ÄÒ.)

57 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÕÔÉ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÇÏ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÏÒÍÙ d’ ËÒÁÔÅÎ 2ß.

22. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ

ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X É Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X ŒÙ- ÂÒÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ v(x ) ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_x (X ), ÔÏ ÅÓÔØ ËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ ÔÏÞËÅ X . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÚÁÄÁÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ v.

œ ËÁÒÔÅ ’: U ⊂ R^k → X ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ u ∈ U ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÁ v(’(u)) Œ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ R^k , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ v(’(u)) ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ R^k É T_{’(u)}(X ).

œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ (ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ, ÇÌÁÄ- ËÉÍ), ÅÓÌÉ ÔÁËÏŒÙ ÅÇÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ËÁÒÔÁÈ. üÔÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙ- ÂÏÒÁ ËÁÒÔ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ (ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÄÌÑ C^1-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÇÏ | ÄÌÑ C^2-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ É Ô. Ä.).

58 ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÔÏÒÁ É ÄÌÑ ÌÉÓÔÁ íčÂÉÕÓÁ.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ É ŒÓÀÄÕ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ | ĂÅÖÁ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÉÞÅÓÁÔØĄ. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏ- ËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÕÒÓÁÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ (ÏÄÎÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÏÒÏÔÏŒ ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÌÉ).

59 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S^3 ⊂ R^4 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ É ÄÁÖÅ ÔÒÉ ÔÁËÉÈ ÐÏÌÑ, Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÂÁÚÉÓ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÌÅÚÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ.]

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÊ ÐÕÔØ fl : (a; b) → X ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ v, ÅÓÌÉ

fl^′(t) = v(fl(t))

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ∈ (a; b).

åÓÌÉ ÄÏÒÏÖÎÁÑ ÐÏÌÉÃÉÑ ÐÏÓÔÁŒÉÌÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÕËÁ- ÚÁÔÅÌØ, ÇÏŒÏÒÑÝÉÊ, Ó ËÁËÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ É ËÕÄÁ ÎÁÄÏ ÅÈÁÔØ, ÔÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ | ÜÔÏ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÚÁËÏÎÏÐÏÓÌÕÛÎÏÇÏ ŒÏÄÉÔÅÌÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÕËÁ- ÚÁÎÉÑ ŒÓÅÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÉÍÙ É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÄŒÉÖÅÎÉÅ (ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ). á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ v ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X , ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x_0 ∈ X É ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ŒÒÅÍÅÎÉ t_0 ∈ R ŒÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ ffi ¿ 0 É ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ

fl : (t_0 − ffi; t_0 + ffi) → X;

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ fl(t_0) = x_0. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ ÎÅ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ffi | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, v(x) ÍÏÖÅÔ ÔÁË ÂÙÓÔÒÏ ÕÄÌÉÎÑÔØÓÑ, ÞÔÏ ÔÒÁÅË- ÔÏÒÉÑ ŒÙÌÅÔÁÅÔ Ó ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ŒÒÅÍÑ.)

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ: ÅÓÌÉ ÄŒÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ fl_1 : (a_1; b_1) → X É fl_2 : (a_2; b_2) → X ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ Œ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ, ÔÏ ÅÓÔØ fl_1(t_0) = fl_2(t_0) ÄÌÑ

ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ t_0 ∈ (a_1; b_1) ∩ (a_2; b_2), ÔÏ ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ÏÂÝÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: fl_1(t) = fl_2(t) ÐÒÉ ŒÓÅÈ t ∈ (a_1; b_1) ∩ (a_2; b_2).

óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÅÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÏÂÝÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÈ, Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ É ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ.

23. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Y , ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ R × Y É ÆÕÎËÃÉÑ F : U → Y . ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÉ y^′(t) = F (t; y(t));

ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ (ÉÌÉ ÎÅ ÂÙÔØ) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

y : (a; b) → Y;

ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. (ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÔÏÞËÁ (t; y (t)) ÐÏÐÁÄÁÌÁ Œ U ÐÒÉ ŒÓÅÈ t ∈ (a; b).)

60 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ F ÇÌÁÄËÁÑ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′(t) = F (t; y(t)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

ðÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÎÁ F ÍÏÖÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ (t_0; y_0) ∈ U (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÂÕÅÍ y(t_0) = y_0) | ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÌÏËÁÌØÎÏ, Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ t_0.

âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ F ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ìÉÐÛÉÃÁ ÐÏ Y -ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ L :

‖F (x; y_1) − F (x; y_2)‖ ⩽ L · ‖y_1 − y_2‖

(ÎÏÒÍÁ Œ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ ÂÅÒčÔÓÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Y ). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÞÁÌØ- ÎÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ (t_0; y_0) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′(t) = F (t; y(t)) ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (t_0 − ffi; t_0 + ffi) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ y(t_0) = y_0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ F ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, ÔÏ Åč ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (t_0; y_0), É Œ ÓÉÌÕ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑÈ Œ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ ìÉÐÛÉÃÁ (Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ L ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎÉÃÕ ÄÌÑ ÎÏÒÍÙ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÏÊ).

äÏËÁÖÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ É ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÏÅÄÉÎÉÍ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

y(t) = y_0 +

∫_t

t_0

F (¸; y(¸)) d¸:

61 ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (ÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ y : (a; b) → Y ) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ.

üÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÔÒÁËÔÏŒÁÔØ ÔÁË: ÆÕÎËÃÉÑ y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ˘, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ y Œ ÆÕÎËÃÉÀ ˘(y), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

˘(y): t → y_0 +

∫_t

t_0

F (¸; y(¸)) d¸:

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÂÕÄÅÔ ÓÖÉÍÁÀÝÉÍ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÙ ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (t_0 − ffi; t_0 + ffi) Œ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ B_”(y_0) (ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ ” Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ y_0 Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Y ) ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ffi É ”. üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ ÒÁŒ- ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

ïÔ ffi É ” ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ • (t_0 − ffi; t_0 + ffi) × B_”(y_0) ⊂ U (ÉÎÁÞÅ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÓÍÙÓÌÁ);

• ÆÕÎËÃÉÑ F ÂÙÌÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Œ (t_0−ffi; t_0+ffi)×B_”(y_0) ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎ- ÔÏÊ C , ÐÒÉÞčÍ Cffi ⩽ ” (ÜÔÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ [˘(y)](t) ÎÅ ŒÙÊÄÅÔ ÉÚ ÛÁÒÁ B_”(y_0), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÄÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ [ÉÌÉ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ, ÅÓÌÉ ÂÕ- ËŒÁÌØÎÏ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÑÚÙËÁ] ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ C ÐÏ ÎÏÒÍÅ);

• Lffi ⩽ 1=2.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ˘ ÂÙÌ ÓÖÉÍÁÀÝÉÍ Ó ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1=2. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÏÇÄÁ

‖˘(y_1) − ˘(y_2)‖ = sup_{t∈(t0−ffi;t0+ffi)} ‖[˘(y_1)](t) − [˘(y_2)](t)‖ =

= sup

t∈(t_0−ffi;t_0+ffi) ‖ ‖ ‖ ∫_t

t_0

[F (¸; y_1(¸)) − F (¸; y_2(¸))] d¸ ‖ ‖ ‖ ⩽ ⩽ sup

t∈(t_0−ffi;t_0+ffi)

∫_t

t_0

‖F (¸; y_1(¸)) − F (¸; y_2(¸))‖ d¸ ⩽

⩽ sup

t∈(t_0−ffi;t_0+ffi)

∫_t

t_0

L · ‖y_1(¸) − y_2(¸)‖ d¸ ⩽ ffi · L · ‖y_1 − y_2‖ ⩽^1_2 ‖y_1 − y_2‖:

(ÜÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÄÌÑ t ¿ t_0, ÐÒÉ t ¡ t_0 ÎÁÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ ÐÒÅÄÅÌÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ Œ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÓÔÒÏËÁÈ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÖÉ- ÍÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÛÁÒÁ Œ ÐÏÌÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (t_0 − ffi; t_0 + ffi) → Y ) Œ ÓÅÂÑ, É ÐÏÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÓËÁÚÁÔØ, Œ ËÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÍÙ ŒÙÂÉÒÁÅÍ ffi É ”: ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ŒÙÂÉ- ÒÁÅÍ ÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÍÉ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÐÅÒŒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ É ÞÔÏÂÙ F ÂÙÌÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C , Á ÚÁÔÅÍ ÕÍÅÎØÛÁÅÍ ffi ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ.

óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÅ ŒÙ- ÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÛÁÒÁ B_”(y_0), É ÏÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÁÛÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅ- ÎÉÑÈ ÎÁ ffi É ” ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ŒÙÊÔÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÛÁÒÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÏÎÏ Œ ÐÅÒŒÙÊ ÒÁÚ ŒÙÈÏÄÉÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÕ ÛÁÒÁ Œ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ t_0 + œ, ÇÄÅ œ | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ ffi. ôÏÇÄÁ ÎÁ (t_0; t_0 + œ) ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÁÑ y^′(t) = F (t; y(t)) ÐÏ ÎÏÒÍÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ C , ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑÈ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ Cffi ⩽ ”. óÌÕÞÁÊ œ ¡ 0 ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØ ffi, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÁËÖÅ É ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÎÁ (ÓËÏÌØËÏ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÈ) ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ t_0, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔÉ t_0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ffi ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÎÔÅÒŒÁÌ (t_0 −ffi; t_0 +ffi) ÐÏÐÁÌ Œ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÏÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ, É ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ Ï ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ.

62 òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ y^′(t) = F (t; y(t)) Ó ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁ- ÓÔØÀ, ÌÏËÁÌØÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏŒÉÀ ìÉÐÛÉÃÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÒÅÛÅÎÉÑ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ y (t_0) = y_0, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ t_0, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÑ. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ É ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎØ ÔÅÈ ÍÏÍÅÎ- ÔÏŒ ŒÒÅÍÅÎÉ, ÄÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.]

63 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÐÏÓÔÒÏÉŒ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ y(t) = 0 É y (t) = if t ⩽ 0 then 0 else t^2 fi.

64 äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï (ÌÏËÁÌØÎÏÍ) ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÑ Ó ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔØÀ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÌÏÍÁÎÙÅ üÊÌÅÒÁ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÓØ ŒÒÅÍÅÎÉ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉ ÒÁŒÎÏÊ ÄÌÉÎÙ É ÓËÏÒÏÓÔØ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÅÍ Œ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÌÏÍÁÎÙÈ üÊÌÅÒÁ ÓÏ ÓÔÒÅÍÑÝÅÊÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÄÌÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÌØÎÏÓÔØ. (ðÏ ÌÅÍÍÅ áÒÃÅÌÁ { áÓËÏÌÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ

ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ É ÒÁŒÎÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ, É ÜÔÏ ÎÅ- ÓÌÏÖÎÏ.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÜÔÏÊ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍÕ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ) ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ.

24. óÄŒÉÇ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ

œÅÒÎčÍÓÑ Ë ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ. ìÏËÁÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ Œ ËÁÒÔÁÈ, ÇÄÅ ÜÔÏ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÖÅ ÄÏËÁ- ÚÁÎÎÙÍ ÔÅÏÒÅÍÁÍ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÈ (ÄÁÖÅ Ë ÉÈ ÞÁÓÔÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÁŒÔÏÎÏÍÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÇÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ F (t; y) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t.)

ïÔÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ É ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, Ï ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÌÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ ø ÔÅÈ ÍÏÍÅÎÔÏŒ ŒÒÅÍÅÎÉ, ÄÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ

ø = sup{t | fl_1(¸) = fl_2(¸) ÐÒÉ ŒÓÅÈ ¸ ∈ (t_0; t)}:

åÓÌÉ ø ŒÙÈÏÄÉÔ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ, ÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. åÓÌÉ Œ ø ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÂÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, ÔÏ y_1(ø ) = y_2(ø ) Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ É | ŒÎÉÍÁÎÉÅ! | ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ôÏÇÄÁ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ É Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÏÍÅÎÔÁ ø , ÔÏ ÅÓÔØ ÏÎ ÎÅ ÂÙÌ ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x É ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÕÅÍÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ v ÍÏÖÎÏ ŒÙÐÕÓÔÉÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ (ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ | Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÏÎÉ ÐÒÏ- ÄÏÌÖÁÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ). ïÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ŒÓÅÊ ÐÒÑÍÏÊ ÉÌÉ ÎÁ Åč ÞÁÓÔÉ (ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ÉÌÉ ÌÕÞÅ). œÙÂÏÒ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ŒÒÅÍÅÎÉ ÎÅ ÉÇÒÁ- ÅÔ ÒÏÌÉ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÄŒÉÇÁ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÓÄŒÉÇÅ ÔÏÞËÉ x ∈ X ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ v ÎÁ ŒÒÅÍÑ t. îÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÓÄŒÉÇ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÎÅ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x É t (ÍÙ ÍÏÖÅÍ ĂŒÙÊÔÉ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑĄ).

65 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ŒÏÚÍÏÖÅÎ ÓÄŒÉÇ ÌÀ- ÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ŒÒÅÍÑ. [õËÁÚÁÎÉÅ. þÔÏ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ Ó ÔÒÁÅËÔÏÒÉÅÊ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏ? ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞ- ËÕ, É ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÔÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÕÊÄčÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.]

66 äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÉÎÉÔÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏ- ÌÑ (=ÒÁŒÎÏÇÏ ÎÕÌÀ ŒÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ).

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X Ó ŒÅË- ÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ v ÆÕÎËÃÉÑ

(x; t) → ÓÄŒÉÇ ÔÏÞËÉ x ŒÄÏÌØ v ÎÁ t

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X × R (É ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ X ). íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÇÌÁÄËÉÅ, ÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔËÒÙÔÁ, Á ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ.

(üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ Ï ÇÌÁÄËÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ. éÈ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ËÁË ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÒÁÚÒÅÛÁÅÍ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÐÒÏ ÜÔÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÐÏÄÒÏÂÎÏ É ÐÒÉÍÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ.)

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÐÏÌÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÉ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÌÅ ÎÅ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ) ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ËÁË ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, v | ÇÌÁÄËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ X É x ∈ X | ÎÅÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ, ÔÏ ÅÓÔØ v(x ) ≠ 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁÒÔÁ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÁÑ ÔÏÞËÕ x, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÔÕÔ ÎÅ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÓč ÒÁŒÎÏ ÌÏËÁÌØÎÁ, É ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÏÌÅ Œ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ R^k . äÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ x = (0; : : : ; 0). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒ v(0) É ŒÙÂÅÒÅÍ Œ R^k ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ` ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k − 1, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÜÔÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ É ÐÏÔÏÍÕ ÄÁÀÝÅÅ Œ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ Ó ÎÉÍ ŒÓč R^k (ÒÉÓ. 9).

òÉÓ. 9. œÙÐÒÑÍÌÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: ` × R → R^k , ÐÏÌÏÖÉŒ ’(z; t) ÒÁŒ- ÎÙÍ ÓÄŒÉÇÕ ÔÏÞËÉ z ∈ ` ÎÁ t ŒÄÏÌØ ÐÏÌÑ v. ë ÜÔÏÍÕ ÇÌÁÄËÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ (0; 0) ÏÂÒÁÔÉÍÁ: ÞÁÓÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏ z ∈ ` ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, ÔÁË ËÁË ’(z; 0) = z, ÞÁÓÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏ t ∈ R ÒÁŒÎÁ v(0),

É v(0) ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ `. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÐÏÌÑ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ` × R, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ŒÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ É ÐÒÏÈÏÄÉÍÙÅ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ. á ÚÎÁÞÉÔ, ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÅ Œ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ŒÙÐÒÑÍÌÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÏ- ËÁÌØÎÁ | ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ Õ ÐÏÌÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ Œ ÎÅÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞËÁÈ ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ (ËÏŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ) ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ ÔÁË | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÚÁÍËÎÕÔÙ, Á ÎÅËÏÔÏÒÙÅ | ÎÅÔ, É ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÅ.

25. ëÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÅÓÔØ ÎÅ ÏÄÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, Á ÄŒÁ ÐÏÌÑ v É w. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÈ ŒÙÐÒÑÍÉÔØ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ (ÎÁÊÔÉ ËÁÒÔÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ v É w ÏÂÁ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ)?

îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ: ÓÄŒÉÇÉ ŒÄÏÌØ ÎÉÈ ÄÏÌÖÎÙ ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÔØ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ v_t ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X Œ ÓÅÂÑ, ÓÄŒÉÇÁÀÝÅÅ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ŒÄÏÌØ v ÎÁ t; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ w. (üÔÉ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ŒÓčÍ X , ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÉ ÂÏÌØÛ«ÉÈ t, ÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ | Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ É ÐÒÉ ÍÁÌÏÍ t | ÏÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ.) ôÁË ŒÏÔ, ÅÓÌÉ ÄŒÁ ÐÏÌÑ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÅ ŒÙÐÒÑÍÌÅÎÉÅ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ a, ÔÏ

v_t (w_s (x)) = w_s (v_t (x))

ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a É ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ s É t. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓÌÅ ŒÙÐÒÑÍÌÅÎÉÑ ÓÄŒÉÇÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.)

67 òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÚÅÍÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÄÉ- ÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ: ÏÄÎÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÏ ÎÁ ÓÅŒÅÒ, ÄÒÕÇÏÅ | ÎÁ ŒÏÓÔÏË. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÈ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ŒÙÐÒÑÍÉÔØ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ íÏÓËŒÙ? ëÁË ÎÁÄÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÄÌÉÎÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÏÓÔÏÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÑ ÄÏÐÕÓËÁÌÉ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÅ ŒÙÐÒÑÍÌÅ- ÎÉÅ?

ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ ÑŒÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÄŒÉÇÏŒ. þÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ, ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’: X → R ŒÄÏÌØ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ u. åč ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÒÕÇÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ X → R, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ v’ É ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(v’)(x) = ’^′(x)v(x)

(Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ’^′(x), ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ T_x (X ) Œ R, ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ŒÅËÔÏÒÕ v(x) ∈ T_x (X )).

68 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ É ÔÏÞËÉ x ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ t → ’(v_t (x)) Œ ÔÏÞËÅ t ÒÁŒÎÁ (v’)(v_t (x)).

äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ (ÇÌÁÄËÏÇÏ) ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ v ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÐÏÌÕÞÁÅÔ- ÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ → v’ ÁÌÇÅÂÒÙ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ C^∞(X ) Œ ÓÅÂÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ:

v(’ · ) = (v’) · + ’ · (v)

69 (Á) ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ. (Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ D ÁÌÇÅÂÒÙ C^∞(X ) ÚÁÄÁčÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÇÌÁÄËÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÎÁ X . [õËÁÚÁ- ÎÉÅ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ’ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ x, ÔÏ É D’ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ Œ x. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉŒ ’ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÒÁŒÎÙÈ ÎÕÌÀ Œ x. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ D’(x) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÏÓÔËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ ’ Œ ÔÏÞËÅ x , É ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÌÅÍÍÕ áÄÁÍÁÒÁ.]

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÄŒÉÇÏŒ Œ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ: ÅÓÌÉ ÓÄŒÉÇÉ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ v É w ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÔÏ

v(w’) − w(v’) = 0

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x) ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄŒÕÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

(s; t) → ’(v_t (w_s (x))):

åč ÞÁÓÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏ t ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ s É t ÒÁŒÎÁ (v’)(v_t (w_s (x)); ÐÒÉ t = 0 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ (v’)(w_s (x)), ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÔÏÒÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ s ÄÁčÔ Œ ÔÏÞËÅ (0; 0) ÓÍÅÛÁÎÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ w(v’)(x). åÓÌÉ v_t ∘ w_s = = w_s ∘v_t ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ s É t, ÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÄÁčÔ w(v’) = v(w’), ËÁË É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ ŒÄÏÌØ v É w ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÄÏÌØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÇÌÁÄËÉÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ v É w ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÉÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ [v; w], ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

[v; w]’ = v(w’) − w(v’):

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ (ŒÓÑËÏÅ ÐÏÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÅÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ). åÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÚÎÁÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÚÁÄÁčÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 69), ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ:

[v; w](’) = v(w(’)) − w(v(’)) = = v(w(’)) + v(’w()) − w(v(’)) − w(’v()) = = v(w(’)) + w(’)v() + v(’)w() + ’v(w())− − w(v(’)) − v(’)w() − w(’)v() − ’w(v()) = = v(w(’)) − w(v(’)) + v(w())’ − w(v())’ = = [v; w]’ · + ’ · [v; w]:

íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ É ÄÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÑŒÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉŒ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÏÌÑ [v; w] Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÁÒÔÅ. åÓÌÉ ÐÏÌÅ v ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÅ ËÁË (v^1; : : : ; v^n ) (ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ v^i ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ n ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ (x_1; : : : ; x_n ) Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ), Á w ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÁË (w^1; : : : ; w^n ), ÔÏ w’ = ∑_j w^j @’ @x_j É v(w’) = ∑_{i;j} v^i @ @x_i ( w^j @’ @x_j ) = ∑_{i;j}^{v i w j @2’}_{@xi @xj}^+ ∑_{i;j}^{v i @w j}_{@xi}^{@’}_{@xj}

ðÒÉ ŒÙÞÉÔÁÎÉÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ Ó ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÅÎÎÙÍÉ v É w ÐÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ ÓÏËÒÁÝÁÅÔÓÑ (ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ), É ŒÓÅÇÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

v(w’) − w(v’) = ∑_j ( ∑_i^{v i @w j}_{@xi}^− ∑_i^{w i @v j}_{@xi} ) @’ @x_j : ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ ŒÄÏÌØ v É w ÅÓÔØ (Œ ËÁÒÔÅ) ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ

[v; w]^j = ∑_i v^i

@w^j @x_i

− ∑_i^{w i @v j}_{@xi}^{= [w ′v − v ′w]j (∗)}

ÔÁË ÞÔÏ [v; w] = w^′v − v^′w (ÚÄÅÓØ w^′ É v^′ | ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ w É v, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ R^n → R^n ; Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÜÔÉ

ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÓÕÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ Ë ŒÅËÔÏÒÁÍ v É w).

æÏÒÍÕÌÕ (∗) ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ ÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏ- ÌÅÊ É ÎÅ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÎÉÞÅÇÏ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑÈ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÎÁÄÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÑÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÊ ÅÀ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÉÚ ËÁÒÔÙ Œ ËÁÒÔÕ ÔÁË, ËÁË ÐÏÄÏÂÁÅÔ ŒÅËÔÏÒÕ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË. ðÕÓÔØ ’ | ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

(s; t) → B (s; t) = ’(v_t (w_s (x))) − ’(w_s (v_t (x))

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ B (0; t) = B (s; 0) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÙÅ @B=@s(0; 0) É @B=@t(0; 0), Á ÔÁËÖÅ ŒÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ @^2B=@s^2(0; 0) É @^2B=@t^2(0; 0) ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. óÍÅÛÁÎÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÍÙ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÕÖÅ ŒÙÞÉÓÌÑÌÉ (ÏÔÄÅÌØÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÞÌÅÎÏŒ) É ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ

@^2B @s @t

= [v(w’) − w(v’)](x) = ([v; w]’)(x):

ðÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÞÌÅÎÏŒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÄÁčÔ

B (s; t) = ’(v_t (w_s (x ))) − ’(w_s (v_t (x)) = ([v; w]’)(x) · st + o((|s| + |t|)^2):

œÚÑŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ’ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÁÒÔÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÅ

v_t (w_s (x)) − w_s (v_t (x) = [v; w] · st + o((|s| + |t|)^2):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÌÁŒÎÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁÚÎÉÃÙ ÍÅÖÄÕ ÓÄŒÉÇÁÍÉ ÔÏÞËÉ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÐÏ- ÒÑÄËÁÈ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ st, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ É ÅÓÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ (ÒÉÓ. 10).

òÉÓ. 10. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÔÏÌØËÏ Œ ËÁÒÔÅ (ÉÎÁÞÅ ÓÌÅŒÁ ÓÔÏÑÌÁ ÂÙ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÓÍÙÓÌÁ, Á ÓÐÒÁŒÁ | ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ ÔÒÅÔØÅÊ ÔÏÞËÅ).

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ [v; w] = 0 ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÎÏ É ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÄŒÉÇÉ ŒÄÏÌØ v É w ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÌÉ. ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒ- ÎÙÅ ÐÏÌÑ v É w ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X É [v; w] = 0 ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ s É t ÓÄŒÉÇÉ v_s w_t x É w_t v_s x ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÒÁŒÎÙ.

óÌÏŒÁ ĂÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉĄ ÚÄÅÓØ ÎÅ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ: ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ Œ ËÁÒÔÅ É ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÚÁÄÁÎÙ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x ∈ R^n .

îÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ (ÈÏÔÑ É ÔÒÅÂÕÀÝÅÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÔÏÞÎÅÎÉÊ) ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÕÓÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x . þÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ v_t w_s x − w_s v_t x ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ o((|s| + |t|)^2), ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ), ÒÁÚÏÂØčÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË [0; t] × [0; s] ÎÁ n^2 ÍÁÌÅÎØËÉÈ É ÂÕÄÅÍ ÉÄÔÉ ÉÚ ÕÇÌÁ A(0; 0) Œ C (s; t) ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁ- ÍÉ ÐÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ (ÒÉÓ. 11). ëÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÐÕÔÅÊ Œ

òÉÓ. 11. ðÅÒÅÈÏÄ ÚÁ n^2 ÛÁÇÏŒ.

ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÄŒÉÇÏŒ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ; ÏÔ ÐÕÔÉ ADC ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ABC ÚÁ n^2 ÛÁÇÏŒ; ËÁÖÄÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÇÉÂÁÅÔ ÏÄÉÎ ÍÁÌÅÎØËÉÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË (ÍÅÎÑÑ ÓÐÏÓÏÂ ÅÇÏ ÏÂÈÏÄÁ). ëÁË ÂÕ- ÄÅÔ ÓÄŒÉÇÁÔØÓÑ ËÏÎÅÃ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÕÔÉ? ðÒÉ ÏÂÈÏÄÅ Ó ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÏÄ- ÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ŒÏÚÎÉËÎÅÔ ÒÁÓÈÏÖÄÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ o(1=n^2), ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄŒÉÖÅÎÉÉ ÍÏÖÅÔ ÅÝč ÕŒÅÌÉÞÉÔØÓÑ. åÓÌÉ ÐÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕŒÅ- ÌÉÞÅÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÒÁÚ, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ŒÓÅ o(1=n^2) ÏÃÅÎÉŒÁÀÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÐÕÔÅÊ ADC É ABC (ÔÏÞÎÅÅ, ÉÈ ËÏÎÃÁÍÉ) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ n^2O(1)o(1=n^2) = o(1). õÓÔÒÅÍÌÑÑ n Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ.

70 ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÃÅÎËÉ.

œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ, ÇÄÅ ÏÄÎÏ ÉÚ ÐÏÌÅÊ (ÓËÁÖÅÍ, v) ÎÅ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÅÓÔØ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ŒÙÐÒÑÍÌÅÎÉÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ

ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÏÌÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ. ôÏÇÄÁ

[v; w] = w^′v − v^′w = w^′v − 0 = w^′v;

É ÐÏÔÏÍÕ [v; w] = 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ w ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ŒÄÏÌØ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ (ÐÒÑ- ÍÙÈ) ÐÏÌÑ v. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÄŒÉÇ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÐÏÌÑ w ÎÁ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ, ÐÁÒÁÌ- ÌÅÌØÎÙÊ v, ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Åč Œ ÄÒÕÇÕÀ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÏÌÑ, É ÐÏÌÑ ËÏÍÍÕ- ÔÉÒÕÀÔ.

åÝč ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÔÕ ÖÅ ÉÄÅÀ, ÎÏ ÏÂÈÏÄÉÔÓÑ ÂÅÚ ŒÙ- ÐÒÑÍÌÅÎÉÑ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ v_t ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÐÏÌÅ w. ôÏÇÄÁ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ v_t Ë ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑÍ ÐÏÌÑ w ÓÎÏŒÁ ÄÁčÔ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÐÏÌÑ w, É ÓÄŒÉÇÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. îÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ

v^′_t (y)w(y ) = w(v_t (y))

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ y (Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÊ ÎÁÓ ÔÏÞËÉ x) É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ t. ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ËÁË

w(y ) = [v^′_t (y)]^{−1}w(v_t (y));

ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t, ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ Åč ÐÏ t É ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. œ ÎÅÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ [v^′_t (y)]^{−1} ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ w(v_t (y)); ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ- ŒÁÔØ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ. ïÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (A → A^{−1}) Ë v^′_t (y ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, ÐÁÍÑÔÕÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Œ ÔÏÞËÅ A ÅÓÔØ H → −A^{−1}HA^{−1}. ðÏÌÕÞÁÅÍ @ @t ( [v^′_t (y)]^{−1}w(v_t (y)) ) = = [v^′_t (y)]^{−1}w^′(v_t (y))v(v_t (y)) − [v^′_t (y)]^{−1 @}_{@t} (v^′_t (y))[v^′_t (y )]^{−1}w(v_t (y)):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ^@_{@t} (v^′_t (y)) ÅÓÔØ ÓÍÅÛÁÎÎÁÑ ÞÁÓÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ (t; y) → v_t (y) Œ ÔÏÞËÅ (t; y) (ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÐÏ y, Á ÐÏÔÏÍ ÐÏ t). ðÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÐÏÒÑÄÏË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ (ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ) É ÚÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÁÑ v_t (y) ÐÏ t ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÅÓÔØ v(v_t (y)), ÐÏÌÕÞÁÅÍ @ @t (v^′_t (y)) =^@_{@y} v(v_t (y)) = v^′(v_t (y ))v^′_t (y):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÊ

[v^′_t (y)]^{−1}w^′(v_t (y))v(v_t (y)) − [v^′_t (y)]^{−1}v^′(v_t (y))v^′_t (y)[v^′_t (y)]^{−1}w(v_t (y));

ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÊ ÄÁčÔ

[v^′_t (y)]^{−1} ( w^′(v_t (y))v(v_t (y)) − v^′(v_t (y))w(v_t (y)) ) = 0;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ (Œ ÓËÏÂËÅ ÓÔÏÉÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ Œ ÔÏÞËÅ v_t (y), ÒÁŒÎÙÊ ÎÕÌÀ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ: ÅÓÌÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x ∈ R^n ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ v É w ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, Á Œ x ŒÅËÔÏÒÁ v(x) É w(x) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÁ ÐÏÌÑ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÞÉÔÁÅÍ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÚÁÐÉÓÉ, ÞÔÏ x = 0. œÏÚØÍčÍ (n − 2)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ` ⊂ R^n , ÂÁÚÉÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÍÅÓÔÅ Ó v(x) É w(x) ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁÚÉÓ Œ R^n . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ` × R × R → R^n , ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(z; s; t) → v_t (w_s (z)) [= w_s (v_t (z))]

œ ÔÏÞËÅ (0; 0; 0) ÅÇÏ ÞÁÓÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏ z ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ` Œ ÓÅÂÑ, Á ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏ s É t ÓÕÔØ w(x ) É v(x), ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÏÂÏÉÈ ÐÏÌÅÊ ÐÅ- ÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÉÍÙÅ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ (ÄÌÑ v ÜÔÏ ÑÓÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, Á ÄÌÑ w ÎÁÄÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÏÊ Œ ËŒÁÄÒÁÔ- ÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ).

íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ [v; w] = 0 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ v_t É w_s ËÏÍ- ÍÕÔÉÒÕÀÔ ÐÒÉ ŒÓÅÈ (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÍÁÌÙÈ) t É s? ôÕÔ ÎÕÖÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÐÒÅÄÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔØ.

71 ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ R^2 É ÄŒÕÈ ÐÏÌÅÊ v; w Œ ÎÅÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ [v; w] = 0 ŒÓÀÄÕ, ÎÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ s; t É x ÚÎÁÞÅÎÉÑ v_t (w_s (x)) É w_s (v_t (x)) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÎÅ ÒÁŒÎÙ. [õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÒÉÓ. 12.]

òÉÓ. 12. ìÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÇÌÏÂÁÌØÎÏ | ÎÅÔ.

72 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ v É w | ÇÌÁÄËÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ [v; w] = 0 ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÔÏ v_t É w_s ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ t É s. [õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ t É ÍÁÌÙÈ s.]

ïðåþáôëé, ïûéâëé, çìõðïóôé,. . .