ôÅÏÒÉÑ íÅÒÙ 8: úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÜËÚÁÍÅÎÁ

ìÉÓÔÏÞÅË ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÄÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÄÁÎÙ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞËÉ (ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÔÒÅÈ), ÌÉÂÏ ÂÏÌØÛÅ 4/5 ÚÁÄÁÞ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÏÊ É ŒÏÓËÌÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÚÎÁËÏÍ. þÔÏÂÙ ÓÄÁÔØ ÜËÚÁÍÅÎ, ÎÕÖÎÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁ ÜËÚÁÍÅÎÅ ÒÅÛÉÔØ 2n ÚÁÄÁÞ, ÇÄÅ n - ÞÉÓÌÏ ÎÅÓÄÁÎÎÙÈ ÌÉÓÔËÏŒ. åÓÌÉ ÚÁÄÁÞÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÎÅÓÄÁÎÎÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ, ÏÎÁ ÚÁÓÞÉÔÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁ ÄŒÅ.

8.1. úÁÄÁÞÉ Ë ÌÉÓÔËÕ 1

úÁÄÁÞÁ 8.1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ R ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Œ R^2 (ËÏÌØÃÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ). ðÕÓÔØ ÎÁ R ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ˘ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ [0; ∞[, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ

Á. ˘(I) = 0, ÇÄÅ I ÜÔÏ ÏÔÒÅÚÏË, ÉÎÔÅÒŒÁÌ ÉÌÉ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌ

Â. ˘(A) = ˘(B), ÅÓÌÉ A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ B ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ.

Œ. ˘ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ: ˘(A ∐ B) = ˘(A) + ˘(B).

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˘ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÜÔÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ.

úÁÄÁÞÁ 8.2. œÙŒÅÄÉÔÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ Á. ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ Â.

úÁÄÁÞÁ 8.3. ðÕÓÔØ L ÅÓÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ (ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ åŒËÌÉ- ÄÁ, ÇÄÅ ÐÏÓÔÕÌÁÔ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÚÁÍÅÎÅÎ ÎÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ "ÓÕÍÍÁ ÕÇÌÏŒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ß"). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÂSSÅÍ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ N ËÁË (n − 2)ß − ff, ÇÄÅ ff ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ ÕÇÌÏŒ N. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ˘ ÎÁ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ [0; ∞[. äÌÑ ËÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ˘(N) ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ÕÇÌÏŒ N?

8.2. úÁÄÁÞÉ Ë ÌÉÓÔËÕ 2

úÁÄÁÞÁ 8.4. äÁÎÁ ÂÕÌÅŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Spec(A) ŒÓÅÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅ- ÁÌÏŒ A. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ A, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_a ⊂ Spec(A), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ a. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ Spec(A) ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ, Ó ÂÁÚÏÊ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ŒÓÅÈ U_a. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Spec(A) ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ É ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÏ (ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓŒÑÚÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ËÒÏÍÅ ÔÏÞËÉ).

úÁÄÁÞÁ 8.5. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ f_a : Spec(A) −→ {0; 1}, ÓÔÁŒÑÝÕÀ 1 Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÉÄÅÁÌÕ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÍÕ a, É 0 Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÉÄÅÁÌÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÕ a. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_a ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ, É ÌÀÂÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 8.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÂÕÌÅŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÏÔ- ËÒÙÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÍ, ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

8.3. úÁÄÁÞÉ Ë ÌÉÓÔËÕ 3

úÁÄÁÞÁ 8.7. äÁÎÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_i} ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÎÁ R^n. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ f_i ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÓŒÅÒÈÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ sup f_i ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ, É f_i ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë sup f_i Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ |f|_1

úÁÄÁÞÁ 8.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚÍÅÒÉÍ.

úÁÄÁÞÁ 8.9. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÅÌØÚÑ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÁË ÐÏÔÏÞÅÞ- ÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

8.4. úÁÄÁÞÉ Ë ÌÉÓÔËÕ 4

úÁÄÁÞÁ 8.10. œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ffl ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ffi ¿ 0 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁ- ÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ {[a_i; b_i]} Ó ÓÕÍÍÏÊ ÄÌÉÎ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ffi, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÏÃÅÎËÁ ∑ |f(a_i) − f(b_i)| ¡ ffl. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ, Á ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 8.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ R^n ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÅÓÔŒÁ A ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ¯(A ∪ B) = 1=2¯(B) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÕÂÁ B (¯ - ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ).

úÁÄÁÞÁ 8.12. íÅÒÙ ¯; ˚ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ¯ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ˚, Á ˚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ¯. ðÕÓÔØ ÎÁ R^n ÚÁÄÁÎÁ ÍÅÒÁ ¯, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ P : R^n −→ R^n, P_∗¯ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ¯. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ¯ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÍÅÒÅ ìÅÂÅÇÁ.

8.5. úÁÄÁÞÉ Ë ÌÉÓÔËÕ 5

úÁÄÁÞÁ 8.13. ðÕÓÔØ ¯ - ÍÅÒÁ ÎÁ R^n ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ. œÓÅ- ÇÄÁ ÌÉ ¯ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^1?

úÁÄÁÞÁ 8.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÇÌÁÄËÁÑ, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ṽ ÚÁÒÑÄ Lie_ṽ ¯ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ¯, ÇÄÅ ¯ ÅÓÔØ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ.

úÁÄÁÞÁ 8.15. äÉŒÅÒÇÅÎÃÉÅÊ Div(ṽ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f¯ = Lie_ṽ ¯. äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ R^n, ÎÁÊÄÉÔÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ v ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f = Div(ṽ).

8.6. úÁÄÁÞÉ Ë ÌÉÓÔËÕ 6

úÁÄÁÞÁ 8.16. ðÕÓÔØ C ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1], Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ |f|_2 = √∫ [0;1] f

2¯, (¯ - ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ), Á L_2([0; 1]) ÅÇÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÏ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÅ. âÕÄÅÔ ÌÉ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ Œ L_2([0; 1]) ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ?

úÁÄÁÞÁ 8.17. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏŒ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ L_2([0; 1])?

úÁÄÁÞÁ 8.18. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏŒ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÅ ÍÅÒÙ ÎÁ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Q^n_p .

8.7. úÁÄÁÞÉ Ë ÌÉÓÔËÕ 7

úÁÄÁÞÁ 8.19. îÁÊÄÉÔÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÕÀ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ, Õ ËÏÔÏ- ÒÏÊ ÐÒÁŒÁÑ ÍÅÒÁ èÁÁÒÁ ÎÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÌÅŒÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 8.20. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÍÅÒÁ èÁÁÒÁ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ G ŒÓÅÇÄÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÌÅŒÏÊ?

úÁÄÁÞÁ 8.21. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐÐÕ G ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ 2 × 2 A = ( a_{11} a_{12} 0 a_{22} )

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A −→ (a_{11}; a_{12}; a_{22}) ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ G É ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^3, ÚÁÄÁÎ- ÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ a_{11} ≠ 0; a_{22} ≠ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ èÁÁÒÁ h ÎÁ G ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ ¯ ÎÁ R^3. îÁÊÄÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ f ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ h = f¯.