ôÅÏÒÉÑ íÅÒÙ 2: ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ

2.1. âÕÌÅŒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. òÅÛÅÔËÁ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ L, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÂÉÎÁÒÎÙÍÉ ÏÐÅ- ÒÁÃÉÑÍÉ ∧ É ∨ : L × L −→ L, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ.

Á. éÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ: a ∧ a = a ∨ a = a. Â. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ: a ∧ b = b ∧ a; a ∨ b = b ∨ a.

Œ. áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ: a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c, a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c, Ç. áÂÓÏÒÂÃÉÑ: a ∨ (a ∧ b) = a, a ∧ (a ∨ b) = a.

úÁÄÁÞÁ 2.1. . ðÕÓÔØ (S; ⪯) ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y, ÚÁÄÁÎÁ ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ (ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (x∨y) ⪰ x; y, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ z ⪰ x; y ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ z ⪰ (x ∨ y)) É ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ (ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (x ∧ y) ⪯ x; y, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ z ⪯ x; y ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ z ⪯ (x ∧ y)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÅÛÅÔËÁ.

úÁÄÁÞÁ 2.2 (!). ðÕÓÔØ L ÒÅÛÅÔËÁ. œŒÅÄÅÍ ÎÁ L ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ x ⪯ y, ÅÓÌÉ x ∧ y = x.

Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ x ⪯ y ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x ∨ y = y. Â. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ x ⪯ y ÅÓÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (L; ⪯) ËÁË ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÎÅÍ ÅÓÔØ ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ É ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ËÁË (x ∨ y), (x ∧ y).

Ç. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÒÅÛÅÔËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ Œ ÚÁÄÁÞÅ 2.1.

úÁÄÁÞÁ 2.3. ðÕÓÔØ R ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÒÅÛÅÔËÕ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ŒÚÑ- ÔÉÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ É ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ.

úÁÄÁÞÁ 2.4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ 2^S : x ⪯ y, ÅÓÌÉ x ⊂ y. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ (2^S ; ⪯) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ É ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. âÕÌÅŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÜÔÏ ÓÐÏÓÏÂ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÁÃÉÉ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ. âÕÌÅŒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÚŒÁÎÙ ÔÁË ÐÏ ÉÍÅÎÉ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ ÍÁÔÅ- ÍÁÔÉËÁ äÖÏÒÄÖÁ âÕÌÑ, 1815-1864.

âÕÌÅŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ (A; ∨; ∧) ÜÔÏ ÒÅÛÅÔËÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ Á. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÓÎÉÚÕ: Œ A ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ 0 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ x ∧ 0 = 0. Â. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÓŒÅÒÈÕ: Œ A ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ 1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ x ∨ 1 = 1. Œ. äÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ: (a ∨ b) ∧ c = (a ∧ c) ∨ (a ∧ c) Ç. óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÊ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ¬x ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ x ∧ ¬x = 0, x ∨ ¬x = 1.

úÁÄÁÞÁ 2.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 0, 1, ¬x ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ ÎÁ A.

úÁÄÁÞÁ 2.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ¬0 = 1, ¬1 = 0.

úÁÄÁÞÁ 2.7. äÏËÁÖÉÔÅ ÚÁËÏÎÙ ÄÅ íÏÒÇÁÎÁ: ¬(a ∨ b) = (¬a) ∧ (¬b), ¬(a ∧ b) = (¬a) ∨ (¬b).

úÁÄÁÞÁ 2.8. (ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÂÕÌÅŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ) äÁÎÁ ÂÕÌÅŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ (A; ∨; ∧). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ∨_1 := ∧, ∧_1 := ∨. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (A; ∧; ∨) ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÂÕÌÅŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ.

úÁÄÁÞÁ 2.9. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÕÌÅŒÕ ÁÌÇÅÂÒÕ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 2.10. ðÕÓÔØ R (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ) ËÏÌØÃÏ, Á V ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏŒ (ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ a^2 = a). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÉ e ∨ f = e + f − ef, e ∧ f = ef. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÕÌÅŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ Œ ÂÕÌÅŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ a△b := (a ∨ b) ∧ ¬(Á ∧ b)

úÁÄÁÞÁ 2.11 (!). Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ.

Â. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∧ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ.

Œ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (A; ∧; △) ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ (ÒÏÌØ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ △, ÒÏÌØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ - ∧). Ç. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÓÕÔØ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÙ

úÁÄÁÞÁ 2.12 (!). äÁÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ R ÎÁÄ Z=2Z, ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÔØ ÉÄÅÍ- ÐÏÔÅÎÔÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÂÕÌÅŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏŒ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ Œ ÚÁÄÁÞÅ 2.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ŒÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÉÚ ÜÔÏÊ ÂÕÌÅŒÏÊ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.4. éÄÅÁÌÏÍ ÂÕÌÅŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ∨ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ⊂ A, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ a ∧ i ∈ I ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A; i ∈ I.

úÁÄÁÞÁ 2.13. äÁÎÁ ÂÕÌÅŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÏÌØÛÅ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ A ÅÓÔØ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ.

úÁÄÁÞÁ 2.14 (!). ðÕÓÔØ (A; ∧; ∨) ÂÕÌÅŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, Á I ⊂ A ÉÄÅÁÌ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅ: a ∼_I b, ÅÓÌÉ a△b ∈ I. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ∧ É ∨ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, É ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔÅ A^′ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÂÕÌÅŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. œ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ A^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÏÊ, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A=I. éÄÅÁÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÎÅÍÕ - ÂÕÌÅŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 2.15 (*). äÁÎ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÂÕÌÅŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.6. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ, ÉÌÉ ÖÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÂÕÌÅŒÏÊ ÁÌ- ÇÅÂÒÙ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A −→ 2^S , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ S. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÂÕÌÅŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÅÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÅÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄ- ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

úÁÄÁÞÁ 2.16 (*). Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÂÕÌÅŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ.

Â. äÁÎÁ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÕÌÅŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÎÅÊ 2^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ S, ÇÄÅ S ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

2.2. œÎÅÛÎÑÑ ÍÅÒÁ

œÐÌÏÔØ ÄÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ, S ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á U ⊂ 2^S ËÏÌØÃÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÅÅ S (ÔÁËÏÅ ËÏÌØÃÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÉÌÉ ÖÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ Œ 2^S ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 2^S ËÁË ÂÕÌÅŒÕ ÁÌÇÅÂÒÕ, Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ∨ = ∪ É ∧ = ∩. ïÞÅŒÉÄÎÏ, U ÜÔÏ ÂÕÌÅŒÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ 2^S

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ — : U −→ R ∪ {∞}. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ R ∪ {∞} ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ x + ∞ = ∞ É ∞ + ∞ = ∞.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7. æÕÎËÃÉÑ — : U −→ R ∪ {∞} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÍÅÒÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ A; B ∈ U, —(A ∐ B) = —(A) + —(B). íÅÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ —(A) ≥ 0, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.8. œ ÜÔÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ, ÐÕÓÔØ X ⊂ S ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ŒÎÅÛÎÀÀ ÍÅÒÕ —^∗(X) ËÁË

—^∗(X) := inf_{{Ai}} ∑ —(A_i)

ÇÄÅ ÉÎÆÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÓÞÅÔÎÙÍ ÎÁÂÏÒÁÍ {A_i} ⊂ U, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÍ X. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ X ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ 0, ÅÓÌÉ —^∗(X) = 0. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ — ff-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ, ÅÓÌÉ —^∗(A) = —(A) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A ∈ U.

úÁÄÁÞÁ 2.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ —^∗(A ∪ B) ≤ —^∗(A) + —^∗(B).

úÁÄÁÞÁ 2.18 (*). ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ŒÎÅÛÎÑÑ ÍÅÒÁ ÎÅÁÄÄÉÔÉŒÎÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÅÔ —^∗(A ∐ B) = —^∗(A) + —^∗(B)).

úÁÄÁÞÁ 2.19 (!). ðÕÓÔØ A ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ —^∗(A ∪ B) = —^∗(B\A) = —^∗(B).

úÁÄÁÞÁ 2.20 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÞÅÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ

úÁÄÁÞÁ 2.21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÕÌÅŒ ÉÄÅÁÌ Œ ÂÕÌÅŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ 2^S .

úÁÄÁÞÁ 2.22 (*). ðÕÓÔØ U ⊂ 2^S ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÉÌÉ ÎÁ ÐÒÑ- ÍÏÊ, ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÅÒÏÊ. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ.

úÁÄÁÞÁ 2.23. úÁÄÁÎ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ Œ ÏÔÒÅÚÏË, ÇÌÁÄËÉÊ, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ, É ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ.

úÁÄÁÞÁ 2.24. úÁÄÁÎ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ Œ ÐÒÑÍÕÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ.

2.3. éÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.9. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ ËÁË ÂÕÌÅŒ ÉÄÅÁÌ Œ ÂÕÌÅŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ 2^S . åÓÌÉ ÄÌÑ A; B ⊂ S ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ —^∗(A△B) = 0, ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ A É B ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ.

æÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÅÒÙ ÎÏÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ S Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. îÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÔØ ÜÔÕ ÁÌÇÅÂÒÕ ËÁË 2^S = ∼.

úÁÄÁÞÁ 2.25. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ x ∈ S. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ {x} ∈ U. ðÕÓÔØ ÍÅÒÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ⊂ S ÚÁÄÁÅÔÓÑ —(X) = 1 ÅÓÌÉ x ∈ X É —(X) = 0 Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. îÁÊÄÉÔÅ U= ∼. úÁÄÁÞÁ 2.26 (!). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ d : 2^S × 2^S −→ R ËÁË d(A; B) := —^∗(A△B). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ: d(A; B) ≤ d(A; C) + d(B; C). úÁÄÁÞÁ 2.27 (!). ðÕÓÔØ —^∗(A_1△A_2) = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ —^∗(A_1△B) = —^∗(A_2△B), ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ B ∈ 2^S .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ d(A; B) = —^∗(A△B) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ 2^S = ∼.

úÁÄÁÞÁ 2.28. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ d(A; B) = —^∗(A△B) ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ 2^S = ∼. úÁÄÁÞÁ 2.29 (!). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ 2^S = ∼ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÂÕÌÅŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.10. ðÕÓÔØ {X_i} ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ S. ïÂÒÁÔÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ {X_i} ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ lim_← {X_i} := ⋃ i (∩_{j¿i}X_j )

úÁÄÁÞÁ 2.30. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {X_i} (Ô.Å., ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÍ X_i, ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ). úÁÄÁÞÁ 2.31. ðÕÓÔØ A ∈ 2^S É {X_i} ⊂ 2^S , Á d(A; X_i) = –_i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d(A; lim_← {X_i}) ≤ ∑ –_i:

úÁÄÁÞÁ 2.32 (!). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ {X_i} Œ 2^S = ∼. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë lim_← {X_i}.

õËÁÚÁÎÉÅ. úÁÍÅÎÉŒ {X_i} ÎÁ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÄÏÂÅÊÔÅÓØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ d(X_i; X_j ) < 2^{− min(i;j)}:

œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ d(X_i; lim_← {X_i}) ≤ 1 2^{i−1} : ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.11. íÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ S ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÅÖÉÔ Œ ÐÏÐÏÌÎÅ- ÎÉÉ U= ∼ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ŒÙÛÅ úÁÄÁÞÁ 2.33 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ Œ 2^S .

úÁÄÁÞÁ 2.34 (**). œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÁËÓÉÏÍÏÊ ŒÙÂÏÒÁ, ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ [0; 1] (ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÅÒÏÊ)

úÁÄÁÞÁ 2.35 (!). (ÔÅÏÒÅÍÁ ìÅÂÅÇÁ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÆÕÎËÃÉÑ —^∗ ËÏÎÅÞÎÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ (ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ —^∗(A ∐ B) = —^∗(A) + —^∗(B)).

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ U=(∼ ∩U), Á ÔÁÍ — ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.12. ðÕÓÔØ — ff-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÑ —^∗ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÍÅÒÙ —. íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÅÅ ÚÁ —.

úÁÄÁÞÁ 2.36 (!). ðÕÓÔØ {A_i} ⊂ U ÓÞÅÔÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ —(A_i) ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ⋃ A_i ÉÚÍÅÒÉÍÏ.

úÁÄÁÞÁ 2.37 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÆÕÎËÃÉÑ —^∗ ÓÞÅÔÎÏ ÁÄÄÉÔÉŒ- ÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ —( ∐ X_i) = ∑ —(X_i)

2.4. íÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.13. ðÕÓÔØ W ⊂ S - ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ. W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ff-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÞÅÔÎÙÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÊ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ {X_i} ⊂ W, ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ⋃ X_i ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ W.

úÁÄÁÞÁ 2.38 (!). ðÕÓÔØ U ⊂ 2^S - ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÓÞÅÔÎÏ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ É ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÒÏÊ — : U −→ R ∪ {∞}. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ —(S) < ∞. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ff-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.14. íÅÒÏÊ ÎÁ ff-ÁÌÇÅÂÒÅ W ⊂ S ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÞÅÔÎÏ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ, ÎÅÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ W −→ R ∪ {∞}.

úÁÄÁÞÁ 2.39 (*). ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ËÏÎÅÞÎÏ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ, ÎÏ ÎÅ ÓÞÅÔÎÏ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÍÅÒÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ÓÞÅÔÎÏ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ —^∗(A) = —(A) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A ∈ W.^1

úÁÄÁÞÁ 2.40 (!). ðÕÓÔØ S_1, S_2 ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ

U_i ⊂ 2^{Si} ; i = 1; 2

É ËÏÎÅÞÎÏ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÒÏÊ

—_i : U_i −→ R ∪ {∞}:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ U_1 × U_2 Œ 2^{S1 ×S2} , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ŒÉÄÁ A_1 × A_2, ÇÄÅ A_i ∈ U_i. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÔÁËÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ

—(A_1 × A_2) := —_1(A_1)—_2(A_2):

Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ — ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ËÏÎÅÞÎÏ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁ ËÏÌØÃÅ U_1 × U_2.

Â. [**] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ff-ÁÄÄÉÔÉŒÎÏ, ÅÓÌÉ —_i ff-ÁÄÄÉÔÉŒÎÙ.

1éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÞÅÔÎÁÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.15. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ U ⊂ 2^{Rn}, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ- ÍÉ ŒÉÄÁ I_1 ×I_2 ×:::I_n, ÇÄÅ I_k - ÏÔÒÅÚËÉ, ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ÉÌÉ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌÙ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÕ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁÍÉ. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

—(I_1 × I_2 × :::I_n) −→ ∏ |I_k|

ÄÏ ËÏÎÅÞÎÏ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ — ÎÁ U. ðÕÓÔØ M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ U ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ d(A; B) := —^∗(A△B), Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ U É —. üÌÅÍÅÎÔÙ M ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ, Á ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ —^∗ ÎÁ M - ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ.

úÁÄÁÞÁ 2.41 (!). Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ff-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁÍÉ.

Â. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R^n ÉÚÍÅÒÉÍÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.16. ðÕÓÔØ M ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ff-ÁÌÇÅÂÒÕ, ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÎÕÀ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ. åÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁÍÉ M.

úÁÄÁÞÁ 2.42 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ R^n ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ.

úÁÄÁÞÁ 2.43 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ R^n ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÏ- ÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ⊂ R^n, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ —(B△A) = 0.

úÁÄÁÞÁ 2.44 (*). ðÕÓÔØ V ⊂ B ⊂ R^n ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÛÁÒÁ. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ —^∗(V ) + —^∗(B\V ) = —(B)