ôÅÏÒÉÑ íÅÒÙ 4: ôÅÏÒÅÍÁ òÁÄÏÎÁ-îÉËÏÄÉÍÁ É ÔÅÏÒÅÍÁ æÕÂÉÎÉ

4.1. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ èÁÎÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÒÑÄÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÞÅÔÎÏ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ff- ÁÌÇÅÂÒÅ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ R.

úÁÄÁÞÁ 4.1 (!). ðÕÓÔØ ȷ - ÚÁÒÑÄ ÎÁ ÓÉÇÍÁ-ÁÌÇÅÂÒÅ U ⊂ 2^S , Á ˛ := inf ȷ(B_ff), ÇÄÅ inf ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ B_ff ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ ȷ(B_ff) < 0.

Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˛ > −∞.

Â. ðÕÓÔØ E ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ȷ(E) ≤ ˛ + ›. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ E^′ ⊂ S\E, ȷ(E^′) ≥ −›.

Œ. ðÕÓÔØ E_1; E_2 ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÐÒÉÞÅÍ ȷ(E_i) ≤ ˛ + ›_i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ȷ(E_1△E_2) ≥ −›_1 − ›_2. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ȷ(E_1 ∪ E_2) ≤ ˛ + ›_1 + ›_2 É ȷ(E_1 ∩ E_2) ≤ ˛ + ›_1 + ›_2.

Ç. ðÕÓÔØ E_i - ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ȷ(E_i) ≤ ˛ +^1_{2i} . äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ B_j := ∪_{i¿j} E_j ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ.

Ä. œ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ, ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ȷ(B) = ˛, ÇÄÅ B = ⋂ B_i.

úÁÄÁÞÁ 4.2. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ S\B ÚÁ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ȷ(V ) ≥ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ V ⊂ A.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.2. œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÚÁÒÑÄ ȷ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ ÎÁ á, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ- ÓÑ ȷ ≥ 0. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ȷ | |_A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ. åÓÌÉ −ȷ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ ȷ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ. åÓÌÉ ÖÅ ȷ(V ) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ V ⊂ A, ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ȷ-ÐÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ.

úÁÄÁÞÁ 4.3 (!). œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ úÁÄÁÞÉ 4.1, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ȷ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ ÎÁ B, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ ÎÁ A := S\B, É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ S = A ∐ B ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ȷ-ÐÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.3. üÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ èÁÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 4.4. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ ȷ^+ ÍÅÒÕ V −→ ȷ(V ∩ A) É ÚÁ ȷ^− ÍÅÒÕ V −→ − ȷ(V ∩ B). äÏËÁÖÉ- ÔÅ, ÞÔÏ ȷ = ȷ^+ − ȷ^−. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÒÑÄÁ ȷ, Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ȷ^+ = 0 ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ B_1, ȷ^− = 0 ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ A_1, É A_1 ∪ B_1 = S.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.4. üÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ öÏÒÄÁÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 4.5. ðÕÓÔØ f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÍÅÒÏÊ —. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ȷ(A) := ∫ A f— ÜÔÏ ÚÁÒÑÄ. îÁÐÉÛÉÔÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ öÏÒÄÁÎÁ É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ èÁÎÁ ÄÌÑ ÍÅÒÙ ȷ.

4.2. áÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.5. ðÕÓÔØ S - ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÓÉÇÍÁ-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, Á — É ÄŒÅ ÍÅÒÙ. íÙ ÇÏŒÏ- ÒÉÍ, ÞÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ — (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ≪ —) ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÉÚ —(A) = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ (A) = 0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. áÌÇÅÂÒÕ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ (ÐÏ ìÅÂÅÇÕ) ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÁ R^n ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ ÆÉËÓÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÊ. ëÏÇÄÁ ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ Ï ÍÅÒÅ ÎÁ R^n, ŒÓÅÇÄÁ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÍÅÒÅ ÎÁ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ.

úÁÄÁÞÁ 4.6. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÍÅÒÙ ÎÁ R^n, ÎÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ

úÁÄÁÞÁ 4.7. îÁÊÄÉÔÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ M ÍÅÒ ÎÁ R^n, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÁÑ ÍÅÒÁ — ∈ M ÎÅ ÒÁŒÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÏÊ —^′ ∈ M.

úÁÄÁÞÁ 4.8 (**). îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÂÏÌØÛÅ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 4.9. ðÕÓÔØ — ÍÅÒÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÓÉÇÍÁ-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, Á f - ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ R^{≥0}. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÅÒÕ f— ËÁË A −→ ∫ A f—. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f— ≪ —.

úÁÄÁÞÁ 4.10 (!). ðÕÓÔØ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ S Ó ÓÉÇÍÁ-ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÚÁÄÁÎÙ ÍÅÒÙ ≪ —, ÐÒÉÞÅÍ (S) < ∞. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ‹ > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ › > 0 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÉÚ —(V ) < › ŒÙÔÅËÁÅÔ (V ) < ‹.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÏŒÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 4.11 (*). îÁÊÄÉÔÅ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ Ë ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, Œ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ (S) = ∞.

úÁÄÁÞÁ 4.12. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ 4.10, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ —(S) < ∞ É (S) > 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÒÑÄ − ›—, ÇÄÅ › > 0, É ÐÕÓÔØ S = A_ffl ∐ B_ffl ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÅÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ èÁÎÁ.

Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (B_ffl) ≤ ›—(S), É lim_{ffl −→ 0} (B_ffl) = 0.

Â. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ (A_ffl) >^1_2 (S) ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ›.

Œ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ —(A_ffl) > 0 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ›

úÁÄÁÞÁ 4.13 (!). ðÕÓÔØ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ S Ó ÓÉÇÍÁ-ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÚÁÄÁÎÙ ÍÅÒÙ ≪ —, ÐÒÉÞÅÍ 0 < (S) < ∞ É —(S) < ∞. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A Ó —(A) > 0, É ËÁËÏÇÏ-ÔÏ › > 0 ÚÁÒÑÄ − ›— ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ ÎÁ A.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ

úÁÄÁÞÁ 4.14 (!). ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ Ë ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ 4.13, ÇÄÅ — ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ÅÄÉÎÞÎÏÍ ËÕÂÅ S ⊂ R^n, Á ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ≪ —.

úÁÄÁÞÁ 4.15. ðÕÓÔØ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ S Ó Ó ÓÉÇÍÁ-ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÚÁÄÁÎÙ ÍÅÒÙ ≪ —, ÐÒÉÞÅÍ —(S) < ∞ É (S) < ∞. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f : S −→ R^{≥0} ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ∫ E f— ≤ (E) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ E ⊂ S. ðÕÓÔØ ¸ ÅÓÔØ ÓÕÐÒÅÍÕÍ sup_{f ∈F} ∫ S f—. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ¸ = ∫ S , É ÜÔÏÔ ÓÕÐÒÅÍÕÍ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ F.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_i} ∈ F ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ

lim_i ∫ S f_i— = ¸:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f := sup f_i ÜÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÌÅÖÁÝÁÑ Œ F É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ¸ = ∫ S f—. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 4.13, ÎÁÊÄÉÔÅ A, —(A) > 0 É › ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ^′ > ›— ÎÁ A, ÇÄÅ ′ := − f—. æÕÎËÃÉÑ f^′ := f + ›ffl_A ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ F É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ∫ S f^′ > ∫ S f.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÏÊ. ðÕÓÔØ {f_i} - ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÉÌÉ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏ ÎÏÒÍÅ | · |_1. ôÏÇÄÁ {f_i} ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ Œ ÓÍÙÓÌÅ L_1-ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, (ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ |·|_1), É ÓÈÏÄÉÔÓÑ (Œ ÓÍÙÓÌÅ L_1-ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ) Ë ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ f_i. äÏËÁÖÉÔÅ ÅÅ.

úÁÄÁÞÁ 4.16 (!). (ÔÅÏÒÅÍÁ òÁÄÏÎÁ-îÉËÏÄÉÍÁ) ðÕÓÔØ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ S Ó ÓÉÇÍÁ-ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÚÁÄÁÎÙ ÍÅÒÙ ≪ —, ÐÒÉÞÅÍ —(S) < ∞ É (S) < ∞. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : S −→ R^{≥0} ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ = f—.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÉÚÍÅÒÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f ∈ F ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ∫ S f— = (S). œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ∫ E f— = (E) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ E.

úÁÄÁÞÁ 4.17 (*). ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÚÁÒÑÄÏŒ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ òÁÄÏÎÁ-îÉËÏÄÉÍÁ Œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

4.3. ðÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ ÍÅÒÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.6. ðÕÓÔØ M, N ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÎÁ ÎÉÈ ÓÉÇÍÁ-ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ U_M É U_N , Á f : M −→ N - ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ ÍÅÒÙ f_∗— : U_N −→ R ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ

f_∗—(Z) := —(f^{−1}(Z))):

úÁÄÁÞÁ 4.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÒÕ ÎÁ N.

úÁÄÁÞÁ 4.19 (!). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÚÍÅÒÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f : I −→ I, É ÐÕÓÔØ ı : I × I −→ I ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ K ⊂ I × I ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅÈ

{x; y ∈ I × I | f(x) ≥ y}:

K ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÏÂÌÁÓÔØ ÐÏÄ ÇÒÁÆÉËÏÍ f Œ I × I. œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁ I × I ff-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K ÉÚÍÅÒÉÍÏ, Á ı_∗— = f—, ÇÄÅ — ÜÔÏ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.7. ðÕÓÔØ M, N ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, U_M É U_N ÁÌÇÅÂÒÙ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, Á f : M −→ N - ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÎÁ M ÚÁÄÁÎÁ ÍÅÒÁ —. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ ÍÅÒÙ f_∗— : U_N −→ R ÔÁË:

f_∗—(Z) := —(f^{−1}(Z))):

ðÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ R^n ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÅÒÙ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑ- ÍÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ.

úÁÄÁÞÁ 4.20. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : M −→ N ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒ R^n ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ ÎÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÍÅÒÅ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ N.

úÁÄÁÞÁ 4.21 (!). ðÕÓÔØ L : R^n −→ R^n ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L_∗— = | det L|—.

úÁÄÁÞÁ 4.22 (*). ðÕÓÔØ ffi : [0; 1] −→ [0; 1]×[0; 1] - ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ðÅÁÎÏ (ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÓÀÒØÅË- ÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ Œ ËŒÁÄÒÁÔ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ Œ ÌÉÓÔËÅ çÅÏÍÅÔÒÉÑ 8). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ffi_∗— = —, ÇÄÅ — ÜÔÏ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ.

úÁÄÁÞÁ 4.23 (*). ðÕÓÔØ (A; —_A), (B; —_B) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÍÅÒÏÊ, Á ffi : A −→ B, : B −→ A ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ _∗—_B = —_A, ffi_∗—_A = —_B . ðÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ É ffi ÔÁËÖÅ ÉÚÍÅÒÉÍ, É ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÏÂÒÁÚÅ) ÉÚÍÅÒÉÍÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÂÉÅËÃÉÑ : A −→ B, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ _∗—_A = —_B.

úÁÄÁÞÁ 4.24 (*). ðÕÓÔØ (A; —_A), (B; —_B) - ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ËÕÂÙ Œ R^n É Œ R^m, Ó ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÍÅÒÉÍÕÀ ÂÉÅËÃÉÀ : A −→ B, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ _∗—_A = —_B , ^{−1}_∗ —_B = —_A.

4.4. ôÅÏÒÅÍÁ æÕÂÉÎÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.8. ðÕÓÔØ (X; —_X ) É (Y; —_Y ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ff-ÁÌÇÅÂÒÏÊ É ÓÞÅÔÎÏ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÍÅÒÏÊ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÃÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÉÄÁ A × B ⊂ X × Y , ÇÄÅ A É B ÉÚÍÅÒÉÍÙ Œ X, Y . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÃÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Œ X × Y , É ÐÏÌÏÖÉÍ —(A × B) := —_X (A)—_Y (B). ðÕÓÔØ L(X × Y ) - ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÏ ŒÎÅÛÎÅÊ ÍÅÒÅ —^∗, ÓŒÑÚÁÎÎÏÊ Ó —, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ Œ ÌÉÓÔËÅ 2.

úÁÄÁÞÁ 4.25. œ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ ı : X × Y −→ Y ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ X × Y , É ÐÕÓÔØ ı_∗—_A := ı_∗(ffl_A—^∗) ÐÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ ÍÅÒÙ Ó A. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÞÅÔÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÙ (ÔÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ff-ËÏÎÅÞÎÙÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ı_∗—_A ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ —_Y : ı_∗—_A ≪ —_Y

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÁÄÏÎÁ-îÉËÏÄÉÍÁ, ı_∗—_A = f_A—_Y , ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f_A ÎÁ Y .

úÁÄÁÞÁ 4.26. ðÕÓÔØ A ⊂ X × Y - ÃÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÏÅ Œ ŒÉÄÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÃÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÈ: A = ∐ A_i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ı_∗(ffl_A—) = ∑ ı_∗(ffl_{Ai} —).

œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ — ÎÁ X × Y ff-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÏÔ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÕÂÁ ÒÁŒÎÁ 1. äÏ- ÓÅÌÅ ÍÙ ÎÅ ÍÏÇÌÉ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ.

úÁÄÁÞÁ 4.27. ðÕÓÔØ A ⊂ X × Y ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f_A = 0, ÇÄÅ f_A - ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ŒÙÛÅ

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ∫ Y f_A—_Y = ∫ A —^∗ = 0.

úÁÄÁÞÁ 4.28. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A_i ⊂ X × Y , ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë A ⊂ X × Y , Á f_{Ai} , f_A - ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Y , ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f_{Ai} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f_A Œ ÍÅÔÒÉËÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ | · |_1.

ôÅÏÒÉÑ íÅÒÙ 4: ôÅÏÒÅÍÁ òÁÄÏÎÁ-îÉËÏÄÉÍÁ É ÔÅÏÒÅÍÁ æÕÂÉÎÉ

õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ —(B) = ›, ÔÏ ∫ Y f_B—_Y = ›.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.9. ðÕÓÔØ A ⊂ X × Y ÉÚÍÅÒÉÍÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f_A ÎÁ Y (úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.4). ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ X × Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ı-ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ A_y := A ∩ ı^{−1}(y) ⊂ X × {y} ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ y ∈ Y (Ô.Å. ŒÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ ÎÁ Y ), É —_X (A_y) = f_A(y) ÐÏÞÔÉ ŒÅÚÄÅ.

úÁÄÁÞÁ 4.29 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÃÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ı-ÉÚÍÅÒÉÍÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏ- ÎÅÞÎÙÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ı-ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ı-ÉÚÍÅÒÉÍÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ ı-ÉÚÍÅÒÉÍÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.10. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ {A_i} ⊂ S ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ A_i ⊂ A_j ÄÌÑ ŒÓÅÈ j > i, ÌÉÂÏ A_i ⊃ A_j ÄÌÑ ŒÓÅÈ j > i. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ {A_i} ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ - ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ.

úÁÄÁÞÁ 4.30. Á. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A_i ⊂ X × Y ı-ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y −→ —_X (A_{iy}) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë y −→ —_X (A_y), ÇÄÅ A = ⋃ A_i ÄÌÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É A = ⋂ A_i ÄÌÑ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

Â. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ı-ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ı-ÉÚÍÅÒÉÍÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ

úÁÄÁÞÁ 4.31 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ X × Y ı-ÉÚÍÅÒÉÍÙ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ, ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ ŒÉÄÁ ⋃ j ⋂ i¿j A_i, ÇÄÅ ŒÓÅ A_i - ËÏÎÅÞÎÙÅ ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÑ ÃÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÉÈ. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÐÒÅÄÅÌÏŒ ÉÚ ı-ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ.

úÁÄÁÞÁ 4.32 (*). ðÕÓÔØ I ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ, Á ffi : I −→ I^n ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÞÉÓÌÏ x Ó ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓØÀ 0; a_1a_2; ::: Œ (x_1; :::x_n), ÇÄÅ x_i ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÍ ŒÉÄÅ ËÁË 0; a_ia_{i+n}a_{i+2n}:::. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ —_I ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ I^n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ffi_∗—_I ÅÓÔØ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ËÕÂÅ I^n

úÁÄÁÞÁ 4.33 (!). (ÔÅÏÒÅÍÁ æÕÂÉÎÉ) ðÕÓÔØ ffi ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X × Y , Ó ÍÅÒÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ. äÌÑ y ∈ Y , ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ffi ÎÁ X × {y} ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ffi_y : X −→ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ffi_y ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ y ∈ Y , É ∫ X×Y f— = ∫ Y (∫ X ffi_y —_X ) —_Y :

úÁÄÁÞÁ 4.34 (*). ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : R −→ R, ÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÏÊ ÉÚÍÅÒÉÍ.

úÁÄÁÞÁ 4.35 (**). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f : R −→ R, ÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÉÚÍÅÒÉÍ?