1 ìÅËÃÉÑ 10.

íÙ ÚÁËÏÎÞÉÌÉ ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÌÉ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï \ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ É ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ". ðÏÞÅÍÕ ÏÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ? äÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (ÔÏÞÎÅÅ, ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁŒÅÎÉÅÍ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÅÎÉÅ ŒÉÄÁ @ @t y = f(y; t):

(1.1)

œ ÓÁÍÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÄÅÓØ t { ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ R, f { ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÉ R × R, Á y = y(t) { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ R-ÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ t, ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ R Œ R. ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ f ÚÁÄÁÎÏ, Á y ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ. œ ÂÏÌØÛÅÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÂÅÒÅÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V , É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ y : R → V . þÔÏ ÔÏÇÄÁ ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ f? ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ (1.1) ÉÍÅÌÏ ÓÍÙÓÌ, f ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ V × R ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ V . ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÅÝÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ ŒÓÅ V ÎÁ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ V , Á ÐÒÑÍÕÀ R { ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌ I ⊂ R; ÔÏÇÄÁ f ÂÕÄÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ U × I Œ V , Á ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (1.1) ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y : R → U.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ U { ÐÒÏÓÔÏ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÂÅÚ ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ U ⊂ V Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ëÁË ÔÏÇÄÁ ÐÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ (1.1)?

ëÁË ÐÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÐÏÎÑÔÎÏ { f = f(y; t) ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÎÁ U × I. þÕÔØ ÔÏÞÎÅÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ⟨u; t⟩ ∈ U × I ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÏ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ: T_{⟨u;t⟩}(U × I) = T_uU ⊕ T_tI. œÅËÔÏÒÁ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ, Á ÉÚ ŒÔÏÒÏÇÏ { ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ (ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ U × I → I). ôÏÇÄÁ f = f(y; x) { ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ U × I (Ô.Å. Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ⟨u; t⟩ ŒÅËÔÏÒ f_{⟨u;t⟩} ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ). ôÅÐÅÒØ (1.1) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

Dy_t(e_t) = f_{⟨y(t);t⟩}:

úÄÅÓØ e_t { ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Ë I, Á Dy_t { ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ y : I → U × I (ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÙÊ Œ ÔÏÞËÅ t).

ïÄÎÁËÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ÐÏÓÔÕÐÉÔØ ÔÁË. œÍÅÓÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ y : I → U ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÇÒÁÆÉË Y : I → U × I, Y (t) = ⟨y(t); t⟩. á ŒÍÅÓÔÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ f ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÕÍÍÕ ~f = f + e_t { ÄÏÂÁŒÉÍ Ë ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ f = f_{⟨u;t⟩} ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ e_t. ôÏÇÄÁ (1.1) ÐÅÒÅÐÉÛÅÔÓÑ ÔÁË: DY_t(e_t) = ~f_{Y (t)}:

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÏÂÌÁÓÔØ (ÉÌÉ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ) ~U = U × R É ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ~f ÎÁ ÎÅÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÜÔÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ e_t.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ¸ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Y : I → M ÉÚ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ I Œ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ¸, ÅÓÌÉ Œ ËÌÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ t ∈ I ÉÍÅÅÍ DY_t(e_t) = ¸_{Y (t)}.

éÔÁË, (1.1), ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÅÒÅÐÉÓÁÎÎÏÅ, ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ Y = ⟨y(t); t⟩ ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌØ- ÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ~f = f + e_t ÎÁ ~U = U × I. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Y ÅÓÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ß : ~U → I (ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ß ∘ Y : I → I Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ e_t Œ ÔÏÔ ÖÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ e_t, Á ÐÏÔÏÍÕ ß ∘ Y = id { ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ).

œ ÜÔÏÊ ÉÎÔÅÒÅÐÒÅÔÁÃÉÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ (1.1) { ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ u × {0} ∈ ~U (ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ) ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÉÎÔÇÅÒÁÌØ- ÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ~f (ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÌÉ, ÞÔÏ 0 ∈ I). åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ { ÜÔÏ ÞÔÏ

ÔÁËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ŒÅÒÎÏ É ÔÒÅÔØÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ, ÉÚŒÅÓÔÎÏÅ ËÁË ÇÌÁÄËÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ. ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÁÍÁÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ u ∈ U. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÖÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ËÒÉŒÕÀ Y : I → U × I, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ u × {0} ∈ U × I, ÞÅÒÅÚ Y_u, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

˘ : ~U → ~U ; ˘(⟨u; t⟩) = Y_u(t):

ôÏÇÄÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. œÓÅ ŒÍÅÓÔÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ : ~U → ~U, ËÏÔÏÒÏÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ~U → I É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ D˘(e_t) = ~f:

üÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÔÏ, ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ Œ ËÏÎÃÅ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ { ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ˘ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌÏ, ÉÎÏÇÄÁ ÎÕÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ U ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U^′ ⊂ U, Á I { ÎÁ ÍÅÎØÛÉÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ I^′ ⊂ I.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÄÉÆÆ. ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. ëÁË É ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ { ÔÏÌØËÏ ÐÒÉÂÌÉÖÁÔØ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅ ÔÏÞËÕ ÏÂÌÁÓÔÉ, Á ÃÅÌÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. ðÒÉÄÕÍÁÌ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ËÓÔÁÔÉ, ðÉËÁÒ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÄÁÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ~f = f + e_t ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ ~U = U × I. œÙÂÅÒÅÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ U ⊂ V Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ : ~U → ~U , ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÙÅ Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÎÁ I (Ô.Å. ˘(⟨u; t⟩) = ⟨y(u; t); t⟩). âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ

˘(⟨u; t⟩) = ⟨u + h(u; t); t⟩;

ÇÄÅ h : U × I → V { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ h : U × I → V ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ G ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

G(h)(u; t) =

∫_t 0 f(u + h(u; ø ); ø )dø:

ìÅÍÍÁ 1.2. æÕÎËÃÉÑ ˘ ÄÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ (1.1) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ h ÅÓÔØ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ G: G(h)(u; t) = h(u; t) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u ∈ U, t ∈ I.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. æÕÎËÃÉÑ y ÉÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (1.1), ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÎÁÛÅÍÕ ˘ É ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ u ∈ U { ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ y_u(t) = u + h(u; t). ðÏÓËÏÌØËÕ G(h) = h, ÉÍÅÅÍ y_u(t) = u + G(h)(u; t), É @ @t y_u(t) = @ @t G(h)(u; t) = f(u + h(u; t); t) = f(y_u(t); t): □:

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ f ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÏÓØ ÇÌÁÄËÉÍ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÕÍÅÎØÛÁÑ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ U É I, ÞÔÏ

‖f(t; u) − f(t; u^′)‖ ¡ L‖u − u^′‖;

(1.2) f(t; u) ¡ C

ÇÄÅ C; L ¿ 0 { ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (Á t ∈ I, u; u^′ ∈ U ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÝÅ ÕÍÅÎØÛÁÑ U É I, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ L|t| ¡ C_1 ¡ 1 ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C_1, ÍÅÎØÛÅÊ 1.

ìÅÍÍÁ 1.3. ðÕÓÔØ h_1, h_2 ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ‖h_i(u; t)‖ ¡ C|t|, É ‖h_1 − h_2‖ ¡ A ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ A ¿ 0. ôÏÇÄÁ ‖G(h_i)(u; t)‖ ¡ C|t|, Á G(h_1) − G(h_2) ¡ C_1A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÍÅÅÍ

‖G(h_i)(u; t)‖ = ‖ ‖ ‖ ‖ ∫_t 0 f(u + h_i(u; ø ); ø )dø ‖ ‖ ‖ ‖ ¡ ‖ ‖ ‖ ‖ ∫_t 0 Cdø ‖ ‖ ‖ ‖ = C|t|: ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÆÉËÓÉÒÕÅÍ u ∈ U É ÐÏÌÏÖÉÍ f_i(ø ) = f(u + h_i(u; ø ); ø ).

‖G(h_1)(u; t)−G(h_2)(u; t)‖ = ‖ ‖ ‖ ‖ ∫_t 0 (f_2(ø ) − f_1(ø ))dø ‖ ‖ ‖ ‖ ≤ ∫_t 0 ‖(f_2(ø )−f_1(ø ))‖dø ¡ L

∫_t 0 Adø = C_1A;

ÇÄÅ ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÉÌÉ Ë f_i(ø ) ÏÃÅÎËÕ (1.2). □

îÁ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÚÁËÏÎÞÅÎÏ. á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÙÂÉÒÁÅÍ ÔÁËÉÅ U^′ ⊂ U, I^′ ⊂ I, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u ∈ U^′, t ∈ I^′ É ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V Ó ‖v‖ ¡ C|t| ÉÍÅÅÍ u + v ∈ U, É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ h : U^′ × I^′ → U, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ‖h(t_1) − h(t_2)‖ ¡ C|t_1 − t_2|. ôÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ìÅÍÍÙ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ G ÈÏÒÏÛÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ A (ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ U^′ É I^′ ÎÕÖÎÙ, ÞÔÏÂÙ u + h(u; t) ÐÏÐÁÄÁÌÏ Œ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ A ÍÅÔÒÉËÕ, ÐÏÌÏÖÉŒ

d(h_1; h_2) = sup_{U ′×I ′} |h_1(u; t) − h_2(u; t)|:

ôÏÇÄÁ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, A Ó ÜÔÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÅÓÔØ ÐÏÌÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, G : A → A, Œ ÓÉÌÕ ìÅÍÍÙ { ÓÖÉÍÁÍÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ.

åÓÔØ ÏÄÎÁËÏ ÖÅ ÏÄÎÁ ÔÏÎËÏÓÔØ: ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÓÔÁÎÓÔŒÏ A ÂÙÌÏ ÐÏÌÎÙÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ h. á ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ : U^′ × I^′ → U × I. üÔÏ ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÍÅÔÏÄÏÍ bootstraping: ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ˘ ÒÅÛÁÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, É ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÀÂÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÉÍÅÀÔ ËÌÁÓÓ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ C^k, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ D˘ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ @ @t D_v ˘(u; t) = Df_{⟨�(u;t);t⟩}(f(˘(⟨u; t⟩)));

Á ÐÏÔÏÍÕ ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ËÌÁÓÓ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ C^k, Á ÐÏÔÏÍÕ ˘ ÉÍÅÅÔ ËÌÁÓÓ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ C^{k+1}. ðÏÄÒÏÂÎÏÅ ÐÒÏŒÅÄÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÍÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.4. ðÕÓÔØ ¸ { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M. ôÏÇÄÁ Õ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÅÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ M É ÔÁËÏÊ ÐÏÔÏË ˘ = ¯_t : U × I → M, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ I, ÞÔÏ ¸ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏ Ë ¯_t.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÒÅÛÅÎÉÑÈ (1.1) ÐÒÉ ÄÏÐÏÌÎÉ- ÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ: f ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÍ f(u; t) = ¸_u, É ÐÕÓÔØ ˘ : U × I → M × I { ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ

˘(u; t) = ⟨¯(u; t); t⟩

ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ¯ : U × I → M, É ÐÒÏÓÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ¸ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏ Ë ¯. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ô.Ë. f ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t^′ ∈ I ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ¯^{t′} (u; t) = ¯(u; t + t^′) ÔÏÖÅ ÄÁÀÔ ÒÅÛÅÎÉÅ (1.1); Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÍ ¯_t ∘ ¯_t′ = ¯_{t+t}′ . □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.5 (ôÅÏÒÅÍÁ Ï ŒÙÐÒÑÍÌÅÎÉÉ.). ðÕÓÔØ ¸ { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M, É ÐÕÓÔØ ¸ ÎÅ ÒÁŒÎÏ 0 Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÅ m ∈ M. ôÏÇÄÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x_1; : : : ; x_n, ÞÔÏ ¸ = @=@x_1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. õËÁÚÁÎÉÅ: ŒÙÂÅÒÉÔÅ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ m^′ ⊂ M ËÏÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ 1, ÞÔÏ m ∈ M^′, Á ŒÅËÔÏÒ ¸_m ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_mM^′ ⊂ T_mM; ÚÁÔÅÍ, ÐÒÉÍÅÎÉŒ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ˘ : U × I → M { ÐÏÔÏË, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ¸, ÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÅÎØËÉÈ U, I ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ : (U ∩ M^′) × I → M { ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.6. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÐÒÉÍÅÎÎÏÇÏ Ë ÐÏÌÀ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ŒÉÄÁ ¸ = ~f = f + e_t ÎÁ ~U = U × I. îÏ ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ, Œ ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ÐÒÏÝÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.

îÁËÏÎÅÃ, ÄÏËÁÖÅÍ ÏÄÉÎ ÞÉÓÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÔ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÕÖÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÅÛÅÎÉÑÈ. ðÕÓÔØ M { ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, Á f : M → R { ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ c ∈ R ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÅÓÌÉ df ≠ 0 Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ M_c = f^{−1}(c) ⊂ M (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÒÏÏÂÒÁÚ c ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÆÕÎËÃÉÉ f). ôÏÇÄÁ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, M_c ⊂ M { ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.7. åÓÌÉ c { ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎÔÅÒŒÁÌ I ⊂ R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ c, É ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ f^{−1}(I) ∼= M_c × I, ÓÏŒÍÅÓÔÉ- ÍÙÊ Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ f : f^{−1}(I) → I.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ m ∈ M_c, ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÄÉÆÆÅÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ïÄÎÁËÏ ÖÅ ÎÉÏÔËÕÄÁ, ÕŒÙ, ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÂÕÄÕÔ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ! ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÁËËÕÒÁÔÎÅÅ. œÙÂÅÒÅÍ ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ M (ÐÏÓËÏÌØËÕ M ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏ, ÜÔÏ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ). òÉÍÁÎÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ g : T^∗M → T M ÍÅÖÄÕ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ grad f = g(df) ÎÁ M { ÏÎÏ, ËÓÔÁÔÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÁÄÉÅÎÔÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ f. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÒÅÛÅÎÉÑÈ, Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ m ∈ M_c ÅÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_m ⊂ M É ÄÉÆ- ÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ˘_m : (U_m ∩ M_c) × I → U_m, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ grad f Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ e_t. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÁËÏÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ. ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏËÒÙ- ÔÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M_c ÈÏÒÏÛÉÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ U_Í ∩ M_c, ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ I ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ I_m É ÚÁÍÅÔÉÔØ ÞÔÏ, Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ˘_m ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ. □