1 ìÅËÃÉÑ 3.

œ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ É ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÐÒÏÄÅ- ÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÒÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ É ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ ŒÁÖÎÙ, É ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ËÁË ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÎÅÑŒÎÙÍÉ ÆÕÎÃËÉÑÍÉ.

ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ { ÄÏ ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÄÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÅ ŒÏÏÂÝÅ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ÉÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ rk P ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ P : V → W { ÜÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÁ N = Im P ⊂ W .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1 (ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÍ ÒÁÎÇÅ.). ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ C^k(U; W ), É ÐÕÓÔØ ÒÁÎÇ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ Df_x : V → W { ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÉ x. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ˘ : U → V , ¯ : U^′ → W Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ U^′, U^{′′} ÔÏÞÅË x, f(x), ÞÔÏ ¯ ∘ f ∘ ˘^{−1} ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df_x : V → W . úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.2. ìÏËÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ⊂ V ÔÏÞËÉ x ∈ U ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ : U → V , ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ x Œ 0 ∈ V , É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÔØ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ U ÎÁ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ˘(U) ⊂ V . åÝÅ ÍÏÖÎÏ, ŒÙÂÒÁŒ ÂÁÚÉÓ, ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ V = R^n. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ˘ ÚÁÄÁÅÔÓÑ n ÆÕÎËÃÉÑÍÉ y_1; : : : ; y_n : U → R, ˘(v) = ⟨y_1(v); : : : ; y_n(v)⟩ ∈ R^n, ÐÒÉÞÅÍ y_1(x) = · · · = y_n(x) = 0. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ y_1; : : : ; y_n ÚÁÄÁÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Df_x : V → W , É ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÅËÃÉÀ P : W → N ÎÁ N ⊂ W . ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ P ∘ f : V → N ÓÀSSÅËÔÉŒÎÁ Œ ÔÏÞËÅ x. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ, ÚÁÍÅÎÉŒ U ÎÁ ÍÅÎØÛÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U^′, ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ V = V^′ ⊕ N, x = 0, É P ∘ f Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ 0 ÅÓÔØ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ N. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ D(P ∘ f) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x^′ ∈ U^′, É ÒÁÎÇ ÅÅ ÒÁŒÅÎ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ N = Im f, Ô.Å. ÒÁÎÇÕ Df_x. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÎÇ Df_x′ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÔÏÖÅ ÒÁŒÅÎ ÒÁÎÇÕ Df_x. íÙ ÉÍÅÅÍ Ker Df_x′ ⊂ Ker D(P ∘ f)_x′ ; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. éÔÁË, ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V^′ ÌÅÖÉÔ Œ ÑÄÒÅ Df_x′ , Ô.Å. D_v f = 0. ðÏÜÔÏÍÕ f(x^′ + v) = f(x^′) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v ∈ V^′, x^′ ∈ U^′ { ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, f = f_N ∘ P_N , ÇÄÅ f_N : N ∩ U^′ → W { ËÁËÏÅ-ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Á P_N : V → N { ÐÒÏÅËÃÉÑ.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_N ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ËÌÁÓÓÁ C^k { ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ f ÎÁ N ∩ U^′ ⊂ U^′.

ïÓÔÁÌÏÓØ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ¯ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ f(x) ∈ W , ÞÔÏ f(U^′) = f_N (U^′∩N) ⊂ W ÂÕÄÅÔ ÌÅÖÁÔØ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ N ⊂ W . òÁÚÌÏÖÉÍ W = N⊕W^′; ÔÏÇÄÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ P ∘ f_N ÅÓÔØ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ N, ÉÍÅÅÍ f_N = Id ⊕f^′_N ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f^′_N : N → W^′ (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, f(U^′) = f_N (U^′ ∩ N) ⊂ W ÅÓÔØ ÇÒÁÆÉË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f^′_N ). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ ¯(n⊕w^′) = n⊕(w^′ −f^′_N (n)) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n⊕w^′ ∈ N ⊕w^′ = W^′. □ œÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏÅ É ÄÏŒÏÌØÎÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÅ, ÎÏ ÎÁ ÕÄÉŒÌÅÎÉÅ ÐÏÌÅÚÎÏÅ.

ìÅÍÍÁ 1.3. ðÕÓÔØ f ∈ C^k(U; R), t ∈ C^l(U; R) { ÄŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÞÅÍ k ≤ l +1; ÐÕÓÔØ Dt_x ≠ 0 Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ U, Á ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 0 ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 0 ÆÕÎËÃÉÑ t. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g ∈ C^{k−1}(U; R), ÞÔÏ f = tg.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÎÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ t^{−1}(0) ⊂ U ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: t ÔÁÍ ÏÂÒÁÔÉÍÏ, É ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ g =^1_t f. îÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÆÕÎËÃÉÉ ËÌÁÓÓÁ C^{k−1} ÎÁ ŒÓÅÍ U. üÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U, t(x) = 0. œÏÚØÍÅÍ ÔÁËÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U^′. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë t : U → R, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ x = 0 ∈ V , ÄÁÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V = R ⊕ W , Á ÆÕÎËÃÉÑ t Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ 0 ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ.

òÁÚÌÏÖÉÍ f Œ ÒÑÄ ôÜÊÌÏÒÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ 0. åÓÌÉ f { ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÍÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ t; x_1; : : : ; x_n ∈ V^∗, ÔÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÍÏÎÏÍ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÉÂÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ t, ÌÉÂÏ ÎÅÔ, É ÐÏÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË P = P_1t + P_2, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ P = 0 ÐÒÉ t = 0, ÐÏÌÉÎÏÍ P_2 ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁ- ŒÅÎ ÎÕÌÀ. œÙÞÉÔÁÑ ÉÚ f ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÕÓÏË ÆÏÒÍÕÌÙ ôÜÊÌÏÒÁ, ÍÏÖÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ f = D^1f = · · · = D^k f = 0 Œ ÔÏÞËÅ 0. ðÏÌÏÖÉÍ g(0) = 0; ÔÏÇÄÁ ÞÔÏÂÙ g ÂÙÌÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ k − 1 ÒÁÚ Œ ÔÏÞËÅ 0 ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ‖g(v^′)‖ = o(‖v^′‖^{k−1}) ÐÒÉ v^′ → 0. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÜÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v; v^′ ∈ V ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË [v; v^′] ⊂ V ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ Œ U^′ ÉÍÅÅÍ

‖f(v^′)‖ ≤ ‖f(v)‖ + ‖Df_v ‖ · ‖v^′ − v‖ + · · · + 1 (k − 1)!

‖D^{k−1}f_v‖ · ‖v^′ − v‖^{k−1} + 1 k! sup 0≤˘≤1 ‖D^k f_{(1−˘)v+˘v}′ ‖ · ‖v − v^′‖^k:

íÙ ÂÕÄÅÍ ÂÒÁÔØ v^′ = t ⊕ w, t ∈ R, w ∈ W , É v = 0 ⊕ w. ðÏÓËÏÌØËÕ V = R ⊕ W { ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, ‖v‖ = ‖w‖ ≤ ‖v^′‖ É ‖t‖ ≤ ‖v^′‖. ðÏÓËÏÌØËÕ D^pf { ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^{k−p}, ‖D^pf_v‖ ÅÓÔØ o(‖v‖^{k−p}) ÐÒÉ v → 0, Á ÐÏÜÔÏÍÕ

‖f(v^′)‖ ≤ ‖f(v)‖ + |t|o(‖v^′‖)^{k−1}

ÐÒÉ v^′ → 0. îÏ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ f(v) = 0, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÁË É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ‖^{f (v′)}_t ‖ = o(‖v^′‖^{k−1}). □

îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏ ŒÁÖÎÙÊ ÏÂÝÉÊ ÆÁËÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.4 (ìÅÍÍÁ íÏÒÓÁ.). ðÕÓÔØ f ∈ C^∞(U; R), ÐÒÉÞÅÍ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÅ x ∈ U ÉÍÅÅÍ f = Df = 0. ðÕÓÔØ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ Q = D^2f_x ∈ S^2(V; R) { ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ y_1; : : : ; y_n ∈ C^∞(U; R) Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ U^′ ÔÏÞËÉ x { Ô.Å. ÔÁËÉÅ n ÆÕÎËÃÉÊ, ÞÔÏ ⟨y_1; : : : ; y_n⟩ : U^′ → R^n ÅÓÔØ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ { ÞÔÏ

f = ±y^2_1 ± y^2 ± · · · ± y^2_n

(1.1)

ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ U^′.

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÁÖÎÏ ŒÏÔ ÐÏÞÅÍÕ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÔÅÏÒÉÑ íÏÒÓÁ ÄÏÌÇÏÅ ŒÒÅÍÑ ÂÙÌ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒËÌÁÄ ÁÍÅÒÉËÁÎÃÅŒ Œ ÍÉÒÏŒÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ, ÎÏ ÜÔÏ ÌÁÄÎÏ. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ ÖÅ, ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ (Á ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ìÅÍÍÙ íÏÒÓÁ), ÞÔÏ ÅÓÌÉ Õ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ x Œ ÎÏÌØ, Á ŒÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ, ÔÏ f ÉÍÅÅÔ Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ x ÜËÓÔÒÅÍÕÍ { ÉÌÉ ÍÁËÓÉÍÕÍ, ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍ, Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁËÁ D^2f_x. œ ÓÌÕÞÁÅ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅŒÅÒÎÏ. ïÄÎÁËÏ ìÅÍÍÁ íÏÒÓÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÅ ÔÁË ÐÌÏÈÏ: ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ n + 1 ÒÁÚÎÙÈ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ, Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÐÌÀÓÏŒ É ÍÉÎÕÓÏŒ Œ (1.1), É ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÕÞÉÔØ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÑŒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1.1).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.5. úÁÂÅÇÁÑ ÓÉÌØÎÏ ŒÐÅÒÅÄ, ÓËÁÖÅÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ŒÔÏ- ÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ \ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ": ÌÀÂÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁ- ÌÙÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ { ÇÏŒÏÒÑÔ \ÍÁÌÙÍ ÛÅŒÅÌÅÎÉÅÍ" { ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÔÁËÏÍÕ ŒÉÄÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ ÉÚÕÞÁÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÕÓÔÒÁÎÉÔØ ÎÕÌÉ ÐÅÒŒÏÊ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÏÊ ÎÅÌØÚÑ { ÅÓÌÉ Õ ÆÕÎËÃÉÉ ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ, ÔÏ ÍÁÌÙÍ ÛÅŒÅÌÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚŒÅ ÞÔÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÓÄŒÉÎÕÔØ ÅÇÏ, ÎÏ ÎÅ ÕÎÉÞÔÏÖÉÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.4 ÉÍÉÔÉÒÕÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ \ÌÉÎÅÊ- ÎÏÇÏ" ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ: ÌÀÂÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Q ÎÁ V ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (1.1) Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÂÁÚÉÓÅ y_1; : : : ; y_n ∈ V^∗. îÁÐÏÍÎÉÍ, ŒËÒÁÔÃÅ, ËÁË ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÌÉ- ÓÔÏË áÌÇÅÂÒÁ 3): ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n = dim V ; ÂÅÒÅÍ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Q(v) ≠ 0, É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V = vR⊕ W ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë Q; ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, Q ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (1.1) Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ W ; ÄÁÌÅÅ ÂÅÒÅÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ P : V → W , É ÐÏÌÁÇÁÅÍ Q^′(v) = Q(P (v)). ïÓÔÁÌÏÓØ ÔÅÐÅÒØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Q − Q^′ = y^2_1 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ y_1 ∈ V^∗, ÞÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ V = vR ⊕ W .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.4. œÙÂÅÒÅÍ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ D^2_v f(x) ≠ 0. ïÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ t = D_v f.

ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ dim V = 1. ôÏÇÄÁ ÐÏ ìÅÍÍÅ 1.3 { ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ ÄŒÁ ÒÁÚÁ { ÉÍÅÅÍ f = t^2g ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ g ∈ C^∞(U; R). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, g(0) =^1_2 D^2_v f(0) ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÎÅ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ { ÐÕÓÔØ ÎÁÐÒÉÍÅÒ g(0) ¿ 0. õÍÅÎØÛÁÑ U, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÞÔÏ É ŒÏÏÂÝÅ g ¿ 0. îÏ ÔÏÇÄÁ √ g { ÈÏÒÏÛÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ y = t √ g { ÔÏÖÅ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÅÊÓÔŒÕÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÁ- ÇÁÔØ x = 0 É V = vR ⊕ W , ÐÒÉÞÅÍ t { ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P ÐÒÏÅËÃÉÀ ÎÁ ŒÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, É ÐÏÌÏÖÉÍ f^′(x) = f(P (x)). ôÏÇÄÁ f − f^′ { ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ f − f^′ = D(f − f^′) = 0 ÎÁ W ⊂ V . ðÏÜÔÏÍÕ f = t^2g, É g(0) =^1_2 D^2_v f(0) ≠ 0. ðÕÓÔØ ÏÎÏ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ; ÔÏÇÄÁ ÏÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ É Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ 0, Á ÐÏÔÏÍÕ y = √ gt { ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ 0. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.6. ðÒÉ ÂÏÌÅÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏÍ, É ÂÏÌÅÅ ÍÕÔÏÒÎÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ { ÓÍ. ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÕÞÅÂÎÉË úÏÒÉÞÁ { ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ f ∈ C^3(U; R) (Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ y_i ÔÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁ C^2).