1 ìÅËÃÉÑ 4.

ðÕÓÔØ U_1; U_2 ⊂ V { ÄŒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , É ÐÕÓÔØ ÄÁÎ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ˘ : U_1 → U_2. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ U_1 É ÎÁ U_2 ËÁÎÏÎÉ- ÞÅÓËÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÙ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W , f → f ∘ ˘ ÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÓÔŒÁÍÉ C^k(U_1; W ) É C^k(U_2; W ). ôÏÞËÁ ÚÒÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÄÅÒÖÉŒÁÔØÓÑ Œ ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ, ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ É ŒÏÏÂÝÅ, ÏÂÌÁÓÔÉ U_1 É U_2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÎÎÙÍÉ: ÐÏ ÓÕÔÉ, ÜÔÏ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÏÂÌÁÓÔØ, ÐÒÏÓÔÏ ÚÁÄÁÎÙ ÄŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÅÅ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V . ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÜÔÏ ÐÏÌÅÚÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÅÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÊ ÍÏÖÎÏ ÉÎÏÇÄÁ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓÉÌØÎÏ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ { ÎÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÒÁÎÇ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ. îÏ ÇÌÁŒÎÏÅ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔŒÏ ÎÁÛÅÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÄÒÕÇÏÅ: ÏÎÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÔÒÏÉÔØ ÁÎÁ- ÌÉÚ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ŒÌÏÖÅÎÙ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ; ÔÁËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÎÏ ÔÏÌØËÏ ÌÏËÁÌØÎÏ, Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ.

ôÁËÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ŒÐÏÌÎÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ: ÁÎÁÌÉÚ ÜÔÏ ÎÁÕËÁ ÌÏËÁÌØÎÁÑ, É ŒÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ ÄÁÀÔÓÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ. é ÔÁËÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÞÁÓÔÏ ÎÕÖÎÏ ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ.

œÏÔ ÓÁÍÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÈÏÞÅÔÓÑ ÕÍÅÔØ ÄÅÌÁÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ S^n ⊂ R^{n+1}. åÅ ÍÏÖÎÏ ÓÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÔØ ÎÁ ÒÁÚÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ. œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÂÕÄÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ; ÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÅÓÔØ \ÐÌÏÈÉÅ" ÔÏÞËÉ { Á ÉÍÅÎÎÏ, ÔÏÞËÉ ÎÁ ÜËŒÁÔÏÒÅ { Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÁ ËÏÎËÒÅÔÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÐÌÏÈÁÑ, Ô.Å. ÎÅ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÓËÏÌØËÏ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^k ÎÁ ÓÆÅÒÅ, ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÐÏÎÑÔÎÏ: ÎÁÄÏ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ Œ ÈÏÒÏÛÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x É ÐÒÉ ÈÏÒÏÛÅÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÌÁÓØ ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^k ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÓÔŒÕÀÝÅÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ. îÏ ÏÄÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÎÅÌØÚÑ { ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÉÈ ŒÓÅ, ÄÁ ÅÝÅ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔÉÅ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÅÌÏ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÈÏÒÏÛÅÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ (ÉÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ; Á ÅÓÌÉ ÔÏÞËÅ ÎÁ ÌÅÖÉÔ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÍ ÜËŒÁÔÏÒÅ, ÔÏ ŒÓÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÄÌÑ ÎÅÅ ÒÁŒÎÏ ÈÏÒÏÛÉ).

þÔÏÂÙ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ ÓÆÅÒÅ É ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÁÈ, ÎÁÄÏ ÒÁÚŒÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÎÁÄÏ ÞÅÔËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÉ ÏÂSSÅËÔÙ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÖÉ- ÄÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ ÔÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ; ÎÏ ÑÓÎÏ ÔÁË ÖÅ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÁ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. îÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑÍÉ. ë ÎÉÍ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÐÏÄÈÏÄÁ { ÂÏÌÅÅ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÙÊ, É ÂÏÌÅÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ, ÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓËÁÖÅÍ ÐÁÒÕ ÓÌÏŒ Ï ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÍ.

üÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÊ (Á ÒÁÚŒÉÌ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÉÄÅÏÌÏÇÉÀ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ á. çÒÏÔÅÎÄÉË). çÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÏÎ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÕ ŒÅÝØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÁ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ { Á ÉÍÅÎÎÏ, ËÏÌØÃÏ ÆÕÎËÃÉÊ C^k(U; R). œÏÔ ÅÇÏ É ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ ÚÁ ÏÓÎÏŒÕ, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ŒÙŒÏÄÉÔØ ÉÚ ÎÅÇÏ.

çÏŒÏÒÑ ÖÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÑÚÙËÏÍ, ÄÅÌÁÅÔÓÑ ŒÏÔ ÞÔÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ M ÏËÏÌØÃÏ- ŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ M ŒÙÄÅÌÅÎÏ ÐÏÄ- ËÏÌØÃÏ A(U) ⊂ C^0(U; R) Œ ËÏÌØÃÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ U → R, ÐÒÉÞÅÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÉÑ:

• åÓÌÉ U^′ ⊂ U { ÄŒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, Á ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁ U ÌÅÖÉÔ Œ A(U), ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f ÎÁ U^′ ÌÅÖÉÔ Œ A(U^′).

• åÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÐÏËÒÙÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ U_ff ⊂ U, Á ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ C^0(U; R), ÂÕÄÕÞÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÅ U_ff ⊂ U, ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ A(U_ff) ⊂ C^0(U_ff; R), ÔÏ f ∈ A(U) ⊂ C^0(U; R).

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏËÏÌØÃÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ M_1, M_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ f : M_1 → M_2, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ g ∘ f ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g ∈ A(U) ⊂ C^0(U; R) ÌÅÖÉÔ Œ A(f^{−1}(U)). äŒÁ ÏËÏÌØÃÏÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M_1, M_2 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÄÁÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M_1 → M_2, ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^{−1} : M_2 → M_1 { ÔÏÖÅ ÍÏÒÆÉÚÍ ÏËÏÌØÃÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ { ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ËÏÌØÃÁ A(U) ÂÙÌÉ ŒÌÏÖÅÎÙ Œ C^0(U; R); ÎÏ ÄÌÑ ÎÁÕËÉ ÐÒÏ ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÔÁËÁÑ ÂÏÌØÛÁÑ ÏÂÝ- ÎÏÓÔØ ÎÅ ÎÕÖÎÁ. îÁÂÏÒ A(U) { ÅÇÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍ ÐÕÞËÏÍ { ÜÔÏ ÞÁÓÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÏËÏÌØÃÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÉÎÏÇÄÁ ÐÉÛÕÔ ⟨X; A⟩.

ïÞÅŒÉÄÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÏËÏÌØÃÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ V ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÐÕÞËÏÍ C^k (Ô.Å. A(U) = C^k(U; R)). õÓÌÏŒÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÉÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ: ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^k Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ, ÏÎÁ É ŒÓÀÄÕ ËÌÁÓÓÁ C^k. œÏÏÂÝÅ, ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏËÏÌØÃÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÔÏÖÅ ÅÓÔØ ÏËÏÌØÃÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ M ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ËÌÁÓÓÁ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ C^k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÏËÏÌØÃÏŒÁÎÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ⟨M; C^k ⟩, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M ÅÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ M, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ R^n Ó ÐÕÞËÏÍ C^k.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M { ÜÔÏ ŒÙÂÏÒ ÐÏÄËÏÌÅÃ C^k(U) ⊂ C^0(U); ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÈ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ Œ R^n ÄÅÒÖÁÔØ Œ ÐÁÍÑÔÉ ÎÅ ÎÁÄÏ { ŒÁÖÎÏ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ.

äÏŒÏÌØÎÏ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ { ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÊ É Ô.Ä. îÏ ÍÙ ŒÓÅ ÖÅ ÂÕÄÅÍ ÂÌÉÖÅ Ë ÔÒÁÄÉÃÉÉ, É ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÄÁŒÁÔØ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ (ÉÎÏÇÄÁ ÏÔÍÅÞÁÑ, ËÁË ÉÈ ÐÅÒÅÉÚÌÏÖÉÔØ ÐÏ çÒÏÔÅÎÄÉËÕ). ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÖÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÏŒÏ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n É ËÌÁÓÓ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ C^k.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. ëÁÒÔÏÊ ⟨U; h_U ⟩ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙ- ÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ M É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h_U : U → R^n, ËÏÔÏÒÏÅ ÅÓÔØ ÇÏÍÅÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÎÁ ÓŒÏÊ ÏÂÒÁÚ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄŒÅ ËÁÒÔÙ ⟨U_1; h_{U;1}⟩, ⟨U_2; h_{U;2}⟩ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ h_{U;2} ∘ h^{−1}_{U;1} : h_{U;1}(U_1 ∩ U_2) → h_{U;1}(U_1 ∩ U_2) ÅÓÔØ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÌÁÓÓÁ C^k (ÜÔÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ËÁÒÙ Ë ÄÒÕÇÏÊ). áÔÌÁÓÏÍ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÈ ËÁÒÔ ⟨U_ff; h_ff⟩, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÊ ŒÓÅ M (Ô.Å. M = ⋃ U_ff). äŒÁ ÁÔÌÁÓÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÁÔÌÁÓ (Ô.Å. ÌÀÂÁÑ ËÁÒÔÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÁÔÁÌÁÓ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÌÀÂÏÊ ËÁÒÔÏÊ ŒÔÏÒÏÇÏ ÁÔÌÁÓÁ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÓÔŒÏ M. óÔÒÕËÔÕÒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ËÌÁÓÓÁ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ C^k ÎÁ M ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÁÔÌÁÓÏŒ.

œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÇÒÏÔÅÎÄÉËÏŒÓËÏÇÏ, ÍÙ ÚÁÂÙŒÁÅÍ ÐÒÏ ÐÕÞÏË ËÏÌÅÃ ÎÁ M, É ŒÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÐÏÍÎÉÍ ÐÒÏ ÎÁÂÏÒ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ h_U : U → R^n. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÅÍ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÉÑ ÎÁ ÜÔÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.5. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 1.4.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÏ, ÎÅÍÎÏÇÏ ÕÔÏÞÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ËÁÒÔÁ ÓÏ- ÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÁÔÌÁÓÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ËÁÖÄÏÊ ËÁÒÔÏÊ ÜÔÏÇÏ ÁÔÌÁÓÁ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄŒÅ ËÁÒÔÙ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ Ó ËÁËÉÍ-ÔÏ ÁÔÁÌÁÓÏÍ, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ É ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ (ÐÏ- ÔÏÍÕ ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÓÔŒÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÂÕÄÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ

ÔÏÞËÉ). ðÏÜÔÏÍÕ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÁÔÌÁÓÕ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ ŒÏÏÂÝÅ ŒÓÅ ËÁÒÔÙ, Ó ÎÉÍ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ, É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ ÁÔÌÁÓ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÉÞÅÇÏ ÕÖÅ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÎÅÌØÚÑ: ÌÀÂÁÑ ËÁÒÔÁ, Ó ÎÉÍ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÁÑ, ÅÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ. ôÁËÏÊ ÁÔÌÁÓ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ. œ ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÐÏÌÎÙÊ ÁÔÌÁÓ; ÕÄÏÂÎÏ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 1.4 ÕÂÒÁÔØ \ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÅÌÅÎÔÎÏÓÔÉ" É ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÁÔÌÁÓ ÂÙÌ ÐÏÌÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1.2 Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 1.4, Á ÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1.4 { Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 1.2; ÐÒÏŒÅÒËÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ, ÏÓÔÁŒÉÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1.4. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ C^0(U; R) ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ M ËÌÁÓÓÁ C^k, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÁÒÔÙ ⟨U_ff; h_ff⟩ ÆÕÎËÃÉÑ h^{−1}_ff ∘f : h_ff(U_ff) → R ËÌÁÓÓÁ C^k. ôÏÇÄÁ ⟨M; C^k ⟩ { ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1.2 (ÕÓÌÏŒÉÑ (•) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ, Á ÌÀÂÏÅ h_ff : U_ff → R^n { ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏËÏÌØÃÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ).

îÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1.2. óÏÓÔÁŒÉÍ ÁÔÌÁÓ ÉÚ ÔÁËÉÈ ËÁÒÔ ⟨U; h_U ⟩, ÞÔÏ h_U { ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏËÏÌØÃÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. îÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÁÒÔÙ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ h ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÆÕÎËÃÉÉ ËÌÁÓÓÁ C^k Œ ÆÕÎËÃÉÉ ËÌÁÓÓÁ C^k; ÎÁÄÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ h { ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÌÁÓÓÁ C^k. îÏ ÜÔÏ ÐÏÞÔÉ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑ. œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ x_1; : : : ; x_n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ R^n; ÔÏÇÄÁ h ∘ x_i { ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^k; ÔÏÇÄÁ ⟨h ∘ x_1; h ∘ x_2; : : : ; h ∘ x_n⟩ : U → R^n ÔÏÖÅ ËÌÁÓÓÁ C^k, Á ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÎÁÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.6. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 1.4 ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ M ÂÙÌÁ ÚÁÄÁÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ: Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÁÒÔÙ ÓÌÏŒÁ \ÏÔËÒÙÔÏÅ" É \ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ" ÍÏÖÎÏ ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÚÁÂÙÔØ, ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÉÑ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÀ ÎÁ M ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ, Á ËÁË ÔÏÌØËÏ ÚÁÄÁÎ ÁÔÌÁÓ U_ff, ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ (ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ M ÏÔËÒÙÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ h_ff(U ∩ U_ff) ⊂ R^n ÏÔËÒÙÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ff). œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 1.2 ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁÏÂÏÒÏÔ ŒÁÖÎÁ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÍÐÅÎÓÁ- ÃÉÉ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ A(U) ÓÏÓÔÏÑÌÏ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ: ÆÏÒÍÁÌØÎÏ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏËÏÌØÃÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÜÔÏ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, Á ÒÅÁÌØÎÏ, ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÕÄÕÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÑÈ Œ R^n, Á ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÏ.

ëÁË ŒÓÅÇÄÁ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÑ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÏÂSSÅËÔÙ, ÎÁÄÏ ÓÒÁÚÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÄÈÏÄÑ- ÝÉÊ ËÌÁÓÓ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. äÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏ: ÅÓÌÉ ÄÁÎÙ ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M_1, M_2, ÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ { ÜÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M_1 → M_2, ÇÌÁÄËÏÅ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔÁÈ (Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÁÒÔ ⟨U_1; h_1⟩ ÎÁ M_1, ⟨U_2; h_2⟩ ÎÁ M_2, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h_2 ∘ f ∘ h^{−1}_1 : h_1(f^{−1}(U_2) ∩ U_1) → h_2(U_2) ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÇÌÁÄËÉÍ). üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÇÒÏÔÅÎÄÉËÏŒÓËÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁÄÏ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g ∈ C^k(U; R) ÎÁ U ⊂ M_2, ÅÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f^∗g = g ∘ f ∈ C^0(f^{−1}(U); R) ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ËÌÁÓÓÁ C^k.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ŒŒÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁ ÓÆÅÒÅ É ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÁÈ (ÜÔÏ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.7. ðÕÓÔØ f { ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ËÌÁÓÓÁ C^k, k ≥ 1, ÐÕÓÔØ M ⊂ V { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, É ÐÕÓÔØ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ m ∈ M ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Df_m ÎÅ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ ÎÁ M ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^k ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dim V − 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁÒÔÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ m ∈ M ÅÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ V , ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ h_U : U → V , ÞÔÏ h^{−1}_U ∘ M { ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ h_U ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U ∩ M Œ ÏÔËÒÙÔÏÅ

ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ V , É ⟨U ∩ M; h_U ⟩ { ËÁÒÔÁ ÎÁ M. îÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÔÁËÉÅ ËÁÒÔÙ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ h_1 ∘ h^{−1}_2 { ÜÔÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ 0 Œ V = V^′ ⊕ R ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÎ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎ Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÎÁ R. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ ËÁÒÔ Ó V^′ { ÔÏÖÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. □ úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ŒÍÅÓÔÏ ÆÕÎËÃÉÊ f ∈ C^k(V; R) ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^k(V; W ), ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ m ∈ M = f^{−1}(0). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ l ÆÕÎËÃÉÊ f_1; : : : ; f_l, ÐÒÉÞÅÍ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ f^{−1}_1 (0) ∩ · · · ∩ f^{−1}_l (0) ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ⟨Df_1; : : : ; Df_l⟩V → R^l { ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ f^{−1}_1 (0); : : : ; f^{−1}_l ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ), ÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ f^{−1}_1 (0) ∩ · · · ∩ f^{−1}_l (0) { ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − l.