1 ìÅËÃÉÑ 7.

îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÉ, É ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÄŒÁ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ: ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T M É ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T^∗M. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÄÕ- ÍÁÌÉ ÐÒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÁÒÔ, É ÓÔÒÏÉÌÉ T M, ÓËÌÅÉŒÁÑ ÅÇÏ ÉÚ ËÕÓËÏŒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÒÁÚÎÙÍ ËÁÒÔÁÍ. üÔÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÕÄÏÂÎÁÑ, ÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÅÕËÌÀÖÁÑ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË, ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÐÏ çÒÏÔÅÎÄÉËÕ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ É ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ.

îÁÞÎÅÍ Ó ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. éÔÁË, ÎÁÍ ÄÁÎÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M, ÐÏÎÑÔÎÏÅ ÐÏ çÒÏÔÅÎÄÉËÕ { Ô.Å. ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÐÕÞËÏÍ ËÏÌÅÃ C^∞(U; R) ⊂ C^0(U; R). äÏËÁÖÅÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÐÒÏÓÔÕÀ, ÎÏ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÕÀ ÌÅÍÍÕ.

ìÅÍÍÁ 1.1. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ M, ÔÏÞËÁ x ∈ U É ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ f ∈ C^k(U; R). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g ∈ C^k(M; R), ÞÔÏ f = g Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U^′ ⊂ U ÔÏÞËÉ x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÍÅÎØÛÁÑ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ (1) U ÜÔÏ ËÁÒÔÁ ÄÌÑ M, É (2) h(U) ⊂ R^n ÜÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ B_”(0) Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ 0 ∈ R^n, Á h(x) = 0. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ : B_”(0) → R ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

(v) =

0; ÅÓÌÉ 2 3 ” ≤ ‖v‖ ≤ ”; 1; ÅÓÌÉ 0 ≤ ‖v‖ ≤ 1 3 ”; _0 ( 3 ‖v‖ ” − 1 ) ; ÅÓÌÉ 1 3 ” ≤ ‖v‖ ≤ 2 3 ”; ÇÄÅ _0 ∈ C^∞(I; R) { ÔÁËÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, ÞÔÏ _0(0) = 1, _0(1) = 0, Á ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ D^k _0(x) ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÏÌØ ÐÒÉ x = 0; 1. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ

_0(x) = 1 − arctan(tan(x) exp(tan^2(x))):

ôÏÇÄÁ ∈ C^∞(h(U); R), ÐÒÉÞÅÍ = 1 Œ ÛÁÒÅ B 1_{3 ”}(0), É = 0 ŒÎÅ ÛÁÒÁ B 2_{3 ”}(0). ðÏÌÏÖÉÍ U^′ = h^{−1}(B 1_3 (0)), ŒÏÚØÍÅÍ g = f ÎÁ U, É ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ g ÎÕÌÅÍ ÎÁ ŒÓÅ M. □

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ËÏÌØÃÏ C^∞(M; R) ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M É ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k ≥ 1, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ m^{(k)}x ⊂ C^∞(M; R) ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÞÔÏ f(x^′) = o(‖x^′ − x‖^{k−1}) ÐÒÉ x^′ → x (ÇÏŒÏÒÑÔ \ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ ÄÏ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ"). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÅ, ÎÏ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÁÒÔÙ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ k-ÓÔÒÕÊ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M Œ ÔÏÞËÅ x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C^∞(M; R)=m^{(k+1)}x . ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ k-ÓÔÒÕÊ Œ x ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ J^k_x (M).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 0-ÓÔÒÕÊ J^0_x (M) ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÅÌÅÎÏ Ó R { ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ f_1; f_2 ∈ C^∞(M) ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÌÅÖÉÔ Œ m^{(1)}x ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f_1(x) = f_2(x).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3. ñÄÒÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ J^1_x (M) → J^0_x (M) ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÏ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ T^∗_x M. ñÄÒÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ J^{k+1}_x (M) → J^k_x (M) ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ S^kT^∗_x M.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÉÌÕ ìÅÍÍÙ 1.1, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÔÒÕÊ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ, ÅÓÌÉ M ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ M. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ U { ÏÂÌÁÓÔØ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , Á x = 0 ∈ U ⊂ V . ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÌÀÂÕÀ k-ÓÔÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k, Á ÐÏÔÏÍÕ

J^k_0 (V ) = ⨁ 0≤l≤k S^lV^∗:

(1.1)

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ, Ô.Å. ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÁÍÉ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ T^∗_0 V → J^1_0 V ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ { ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÏ- ÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÎÅÇÏ ÐÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔÉ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÑÍÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ V É ÌÀÂÏÇÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ˘ : U → U^′ ⊂ V , ˘(0) = 0, ÆÕÎËÃÉÑ (f ∘ ˘) Œ ÎÕÌÅ ÒÁŒÎÁ D˘^∗_0(f) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÞÌÅÎÏŒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÌÏÓÔÉ. □

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ (1.1) ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ: ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ J^0_x (M) → J^k_x (M). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, J^0_x (M) = R ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÄÁÖÅ Œ C^∞(M; R) { Á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T^∗_x V ÍÏÖÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ C^∞(U; R), ÎÏ ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÁÎÓÔŒÏ ÕÖÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ { ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Œ ÌÉÎÅÊÎÕÀ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ, ÂÅÚ ŒÙÂÏÒÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ J^k_x (M), ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÍÉ x ∈ M. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ J^1_x (M) = T^∗_x M ⊕ R, ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÍ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T^∗M.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. éÓÐÏÌØÚÕÑ ËÁÒÔÙ, ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁ J^k(M) ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÑ ÎÁ M. üÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ k-ÓÔÒÕÊ.

òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ k-ÓÔÒÕÊ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ Ó ÔÅÍ, ËÁË ÐÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ ÓÔÁÒÛÉÍ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ C^∞(M). äÌÑ ËÁ- ÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ D^{≤k} f_x ∈ J^k_x (M) ËÁË ÏÂÒÁÚ f ÐÒÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ C^∞(M) → J^k_x (M). ðÏËÒÙŒÁÑ M ËÁÒÔÁÍÉ, ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ D^{≤k} f_x ŒÍÅÓÔÅ ÚÁÄÁÀÔ ÇÌÁÄ- ËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ D^{≤k} f ∈ C^∞(M; J^k(M)) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÔÒÕÊ J^k(M). ðÏÓËÏÌØËÕ J^1(M) ∼= T^∗M ⊕ R_M, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÍÅÅÍ D^{≤1}f = Df ⊕ f. îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ k ¿ 1 ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (1.1) ÎÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ, ÎÉËÁËÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÍ D^k f, k ≥ 2 ÐÒÉÄÁÔØ ÎÅÌØÚÑ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÏÌØËÏ \ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏÒÑÄËÁ ÄÏ k" D^{≤k} f.

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÐÒÁŒÉÌÁ { ÜÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÁÑ D^{k−1} \ÐÏÒÑÄËÁ ÄÏ k−1 ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ" ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ Œ ÔÏÞËÅ x ∈ M. ôÏÇÄÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÑÄÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ J^k_x (M) → J^{k−1}_x (M) ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÏ Ó S^kT^∗_x M ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ, ÈÏÒÏÛÁ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ D^k f_x = D^{≤k} f_x ∈ S^k T^∗_x M. œÏÔ ÜÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ, ÐÅÒÅÄÅÌÁÎÎÏÅ Œ ÍÁÎÔÒÕ: \ÅÓÌÉ ÐÅÒŒÙÅ k − 1 ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ Œ ÔÏÞËÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÏÌØ, ÔÏ k-Ñ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÈÏÒÏÛÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ". îÁ ÐÒÁËÔÉËÅ, ŒÁÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÉ k = 2. åÓÌÉ Df_x = 0 Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÅ x ∈ M { ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f { ÔÏ ŒÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ D^2f_x { ÈÏÒÏÛÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_xM. üÔÁ ÆÏÒÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÅÓÓÉÁÎÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÅ x.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. œ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÞÅÒÅÚ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÔÒÕÊ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ: ËÁË ÔÏÌØËÏ ÍÙ ÄÏÇÏŒÏÒÉÍÓÑ, ËÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ M ÓÞÉ- ÔÁÔØ ÇÌÁÄËÉÍÉ, É ËÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÏÌØ ÄÏ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ M, É ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T^∗M, É ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ D : C^∞(M; R) →

C^∞(M; T^∗(M)) ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÓÁÍÉ ÓÏÂÏÊ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ ÚÒÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄŒÉ- ÎÕÔØ ÅÝÅ ÎÁ ÛÁÇ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ ŒÚÑÔÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ŒÐÏÌÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ D(fg) = fD(g) + gD(f).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.5. ðÕÓÔØ E { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M, É ÐÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D^′ : C^∞(M; R) → C^∞(M; E), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ D^′(fg) = fD^′(g) + gD^′(f). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ’ : T^∗M → E, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ D^′(f) = ’(D(f)).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ ÂÙ ÂÙÌÉ ÄŒÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÜÔÏÍÕ ÕÎÉŒÅÒ- ÓÁÌØÎÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ, ÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÂÙ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.6. œ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D : A → M ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A Œ ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ D(ab) = aD(b) + bD(a), ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÍÏÄÕÌÅ M. ôÏÇÄÁ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.5 ÍÏÖÎÏ ËÏÒÏÔËÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÏÐÅÒÁÃÉÑ ŒÚÑÔÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ D : C^∞(M; R) → C^∞(M; T^∗M) ÅÓÔØ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ËÏÌØÃÁ C^∞(M; R).

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.5, ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ.

ìÅÍÍÁ 1.7 (ìÅÍÍÁ áÄÁÍÁÒÁ). ðÕÓÔØ f ∈ C^k(U; R) { ÔÁËÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ U ⊂ V ÎÏÌÑ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÓÔŒÅ V , ÞÔÏ f(0) = 0. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x_1; : : : ; x_n ∈ V^∗ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ g_i ∈ C^{k−1}(U^′; R) ÎÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÍÅÎØ- ÛÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U^′ ⊂ V , ÞÔÏ

f = g_1x_1 + · · · + g_nx_n;

(1.2)

ÐÒÉÞÅÍ g_i(0) = D_{vi} (f)(0), ÇÄÅ v_1; : : : ; v_n ∈ V { ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (1.2) ÓÔÒÏÉÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n. ïÇÒÁÎÉÞÉÍ f ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ V^′ ⊂ V ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x_1 = 0, ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÅÅ ÐÏ ÉÎÄÕÃËÉÉ, ÄÁÌÅÅ ÎÁÐÉÛÅÍ f^′ = f − f ∘ P , ÇÄÅ P : V → V^′ { ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ f ∘ P ÔÏÖÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÏ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, Á f^′ = 0 ÎÁ V^′. ðÏ ìÅÍÍÅ ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 3, ÉÍÅÅÍ f^′ = x_1g_1, ÐÒÉÞÅÍ g_1 ∈ C^{k−1}(U^′; R). îÁËÏÎÅÃ, g_i(0) ÌÅÇËÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ, ŒÙÞÉÓÌÑÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ D_{vi} (f). □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.8. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M É ÔÏÞËÉ x ∈ M, ÐÏÄÐÒÏÓÔÁÎÓÔŒÏ m^{(2)}x ⊂ C^∞(M; R) ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ m^{(1)}x (ÐÉÛÕÔ m^{(2)}x = m^2_x, ÇÄÅ m_x = m^{(1)}x ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ M { ÏÂÌÁÓÔØ Œ R^n, ÜÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ìÅÍÍÙ áÄÁÍÁÒÁ; Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÄÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ìÅÍÍÕ 1.1. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.5. óÎÁÞÁÌÁ ŒÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ x ∈ M É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_x : T^∗_x M → E_m. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ ÉÚ ìÅÍÍÙ áÄÁÍÁÒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D^′ : C^∞(M) → C^∞(M; E) → E_x ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ ÎÁ m^{(2)}x ⊂ C^∞(M) { ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ D^′(f_1f_2)_x = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f_1; f_2 ∈ m^{(1)}x , Á ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÁŒÉÌÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ. ïÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ D^′ ÎÁ m^{(1)}x ⊂ C^∞(M; R), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

’_x : m^{(1)}_x =m^{(2)}_x → E_x; ’_x(f) = D^′(f)_x:

ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ D^′(f)_x = ’(Df_x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M, ÔÏ ÅÓÔØ D^′f = ’(Df). ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ’ { ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ

ÔÏÞËÉ x ∈ M ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÁÒÔÕ, Á Œ ÎÅÊ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x_i. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ x_i ÎÁ ŒÓÅ M ÐÏ ìÅÍÍÅ 1.1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ x_i ∈ C^∞(M; R), ÞÔÏ Dx_i : R^n_M → T^∗M ÚÁÄÁÅÔ ÇÌÁÄËÕÀ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ⊂ M ÔÏÞËÉ x. îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ’(Dx_i) = D^′(x_i) { ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÇÌÁÄËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ E, ÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ’ : R^n_U ∼= T^∗U → E ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÇÌÁÄËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ { Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. □

ïÓÏÂÅÎÎÏ ŒÁÖÎÙÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ. ðÕÓÔØ E = R_M { ÔÒÉŒÉ- ÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 1. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : T^∗M → E ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ë T^∗M { Ô.Å. ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T M.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.9. óÅÞÅÎÉÅ ¸ ∈ C^∞(M; T M) ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M.

ëÁÖÄÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ¸ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D_¸ : C^∞(M; R) → C^∞(M; R) ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ D_¸(f) = ⟨¸; Df⟩ (ÚÄÅÓØ ⟨−; −⟩ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D_¸ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ìÉ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ¸. úÁ- ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÞÁÓÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ: ÅÓÌÉ M = U ⊂ V { ÏÂÌÁÓÔØ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÁÎÓÔŒÅ, ÔÏ T U = U × V , É ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V ÚÁÄÁÅÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ¸_v ∈ C^∞(U; T U); ÔÏÇÄÁ D_{¸v} = D_v . ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.5 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ìÉ { ÜÔÏ ÓÁÍÏÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÞÁÓÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÔÏÌØËÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ: ÌÀ- ÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D^′ : C^∞(M; R) → C^∞(M; R), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ D^′ = D_¸ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ¸ ∈ C^∞(M; T M).