1 ìÅËÃÉÑ 9.

îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÒÁÚÏÂÒÁÌÉÓØ Ó ÔÅÍ, ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ; ÐÏÇÏŒÏÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅÍÎÏÇÏ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÉÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ. îÁÛÁ ÃÅÌØ { ÎÅ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÌÎÏ- ÃÅÎÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ (ÜÔÏ ŒÎÅ ÒÁÍÏË ÄÁÎÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ), Á ÏÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÚÁÞÅÍ ÏÎÏ ÎÕÖÎÏ, ËÁËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÕÉÃÉÉ ÏÎÏ ÏÔŒÅÞÁÅÔ, É ËÁËÉÅ ŒÏÚÎÉ- ËÁÀÔ ÔÏÎËÉÅ ÍÅÓÔÁ, ÅÓÌÉ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÜÔÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÕÉÃÉÀ ÆÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÔØ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÂSSÅÍÁ (Á ÔÁËÖÅ ÐÌÏÝÁÄÉ É ÄÌÉÎÙ). ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ n ÌÉÎÅÊÎÏ-ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; : : : ; v_n Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÓÔŒÅ V . îÁ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÎÁÔÑÎÕÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ. éÎÔÕÔÉŒÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÂSSÅÍÁ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÐÉ- ÐÅÄÁ ÈÏÒÏÛÏ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÅÍÕ ŒÅËÔÏÒ v_1 ∧ · · · ∧ v_n ∈ ~^nV Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÓÔŒÅ ~^nV . ôÁË, ÅÓÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÅÎØÛÉÈ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ v_1 ∧ · · · ∧ v_n ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ, É Ô.Ä. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÉËÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌÉÐÉÐÅÄÕ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÎÅÌØÚÑ. þÔÏÂÙ ÉÍÅÔØ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÐÒÏ ÏÂSSÅÍ ËÁË ÐÒÏ ÞÉÓÌÏ, ÎÁÄÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ~^nV → R { ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ! ∈ ~^nV^∗ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (~^nV )^∗ ∼= ~^nV^∗. ôÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ! ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒ- ÍÏÊ ÏÂSSÅÍÁ ÎÁ V .

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ M { ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n, ÔÏ ÆÏÒÍÏÊ ÏÂSSÅÍÁ ÎÁ ÎÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÆÏÒÍÁ ! ∈ ~^nT^∗M, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ m ∈ M ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÆÏÒÍÕ ÏÂSSÅÍÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.1. åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÓÎÁÂÖÅÎÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSÅÍÁ ! ÎÁ ÎÅÍ ÂÙÌÁ ÄÌÉÎÙ 1 ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ ÎÁ ~^nV , ‖!‖ = 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSÅÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÁÚÕÍÎÏÅ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÍÅÔÒÉËÕ; ÎÏ ÉÚ-ÚÁ ÜÔÏÇÏ ÓÁÍÏÇÏ ÚÎÁËÁ ÏÔÓÀÄÁ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ. üÔÏ É ÎÅ ŒÅÒÎÏ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÅ ÍÎ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÕÖÅ Œ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^2 ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ Ó ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ, Á ÔÁËÖÅ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏ ÓÔÒÏÑÝÁÑÓÑ ÂÕÔÙÌËÁ ëÌÅÊÎÁ).

ãÅÌØ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ { ÜÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ËÁÖÄÏÍÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ M É ËÁÖÄÏÊ ÆÏÒÍÅ ÏÂSSÅÍÁ ! ÎÁ M ÞÉÓÌÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ∫ M !. þÕÔØ ÛÉÒÅ, Œ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ! ÂÙÌÁ ÆÏÒÍÏÊ ÏÂSSÅÍÁ { ÄÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÌÀÂÙÅ n-ÆÏÒÍÙ, ÄÁÖÅ É ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÅÓÑ Œ 0. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ É ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÙÅ M { ŒÁÖÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ ! ÂÙÌÏ ÒÁŒÎÏ 0 ŒÎÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÄÏÌÖÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ (ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ !; ÅÓÌÉ ÒÁÚÂÉÔØ M ÎÁ ÄŒÁ ËÕÓËÁ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÓÕÍÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÏ ÄŒÕÍ ËÕÓËÁÍ). åÓÌÉ ÖÅ M { ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ⟨v_1; : : : ; v_n⟩ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , Á ! { ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSÅÍÁ ÎÁ V , ÔÏ ∫ M ! ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÎÁÍ ÞÉÓÌÏÍ !(v_1; : : : ; v_n).

œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁËÏÎÞÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÓÔÒÏÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ- ŒÁÎÉÑ ÞÉÓÔÏ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ (ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ \ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ" ÐÏ ! { ÅÓÌÉ ÍÙ ÍÁÌÏ ÉÚÍÅÎÑÅÍ ÆÏÒÍÕ !, ÉÎÅÔÇÒÁÌ ∫ M ! ÄÏÌÖÅÎ ÍÁÌÏ ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ). îÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÁËËÕÒÁÔÎÏ É ŒÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅ ÔÁË-ÔÏ ÌÅÇËÏ.

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ M = R. ìÕÞÛÅ ÄÁÖÅ, ÐÕÓÔØ M ÂÕÄÅÔ ÏÔÒÅÚËÏÍ I = [0; C], Á ŒÓÅ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÆÏÒÍÙ É Ô.Ä. ÎÁ M ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÅÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ] − ”; C + ”[ (ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÇÌÁÄËÉÍÉ É Œ ËÏÎÃÁÈ ÏÔ- ÒÅÚËÁ). ðÕÓÔØ ff ∈ C^∞(I; T^∗I) { ÇÌÁÄËÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ I. ëÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ∫ I ff? ïÓÎÏŒÎÁÑ ÉÄÅÑ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÐÏÎÑÔÎÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÏÒÍÁ ff ÇÌÁÄËÁÑ, ÌÏËÁÌØÎÏ ŒÏÚÌÅ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ m ÏÎÁ ÂÌÉÚËÁ

Ë ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ff_m ∈ T^∗M ÎÁ T_mI; Á ËÁË ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË I ÎÁ ÍÁÌÅÎØËÉÅ ÏÔÒÅÚËÉ, ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ ff ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ, É ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÏŒÁÔØ ÐÏÌÕÞÉŒÛÉÅÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ.

åÓÌÉ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÔÏ ÎÁÚÏŒÅÍ ”-ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÏÔÒÅÚËÁ I ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ 0 = a_1 ¡ · · · ¡ a_{N +1} = C, ÞÔÏ |a_i − a_{i+1}| ¡ ”, 1 ≤ i ≤ N. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ”-ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ a, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ∑ a ff = ∑ i |a_i − a_{i+1}| · ff(a_{i+1} − a_i);

ÇÄÅ ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ a_{i+1} − a_i ËÁË ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ ÔÏÞËÅ a_i, É ÎÁÚÏŒÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ∫ I ff ÐÒÅÄÅÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ÐÒÉ ” → 0. üÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ.

óÒÁÚÕ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ Ó ÜÔÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÞÔÏ-ÔÏ ÎÅ ÔÁË: ÐÏ ËÁËÏÍÕ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ ÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ? ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ” ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÇÏ ”-ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ, ÞÔÏ ÍÅÎØÛÅ ” (ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÐÒÉ ÍÁÌÏÍ ” ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË N). þÔÏÂÙ ÂÏÒÏÔØÓÑ Ó ÜÔÉÍ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÔÁË.

ìÅÍÍÁ 1.2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ffi ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ” ¿ 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ”-ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ a, a^′ ÏÔÒÅÚËÁ I ÉÍÅÅÍ | | | | | ∑ a ff − ∑ a^′ | | | | | ¡ ffi:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÐÒÁÖÅÎÉÅ. õËÁÚÁÎÉÅ: ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ a^′ ÅÓÔØ ÐÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉÅ a, Ô.Å. ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÉÚ a ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É Œ ÔÏÞËÁÈ a^′. äÁÌÅÅ ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [a_i; a_{i+1}], ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÇÌÁÄËÏÓÔØ ff É ÔÅÏÒÅÍÕ É ÍÁÌÏÍ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÉ. □

éÚ ÜÔÏÊ ìÅÍÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ”-ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÌÅÖÉÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÍ ffi-ÛÁÒÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ” ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÔÏ ffi ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ffi-ÛÁÒÏŒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ-ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ { ËÏÔÏÒÏÅ É ÅÓÔØ ∫ I ff.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÂÌÅÍÕ Ó ÜÔÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ. ïÓÔÁÀÔÓÑ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÁËÏŒÙ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ff ÉÚÌÉÛÎÅ ÓÉÌØ- ÎÏÅ; ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÞÁÓÔÏ ÎÕÖÎÏ { É ÍÏÖÎÏ { ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÆÏÒÍÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅ ÇÌÁÄËÉÅ, ÎÏ ÄÁÖÅ É ÎÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÁÎÏ ÎÁÍÉ ÄÌÑ ÏÔÒÅÚËÁ. åÇÏ ÓÒÁŒÎÉÔÅÌØÎÏ ÌÅÇËÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÎÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ { ÒÁÚÂÉŒÁÑ ÅÇÏ ÎÁ ÍÅÎØÛÉÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÙ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. îÏ ÜÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÏÓÍÏ- ÔÒÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ÓËÌÅÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ { ÜÔÏ ËÒÁÊÎÅ ÍÕÔÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ. þÅÌÏŒÅË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÉÄÞÉŒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÍÏ- ÖÅÔ ÅÅ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ; ÎÏ ŒÒÅÍÅÎÉ ÅÇÏ ÎÁ ÜÔÏ ÐÏÔÒÁÞÅÎÎÏÇÏ, ÏÞÅÎØ ÖÁÌËÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ÐÏ ÄÅÌÕ { ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÁÒÔÅÆÁËÔ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ. á ŒÅÄØ ÍÏÖÎÏ ÅÝÅ É ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÒÁÚÂÉŒÁÔØ { É ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ... îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ É ËÏÎÃÅÐÔÕÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÉÎ- ÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ { ÓÏŒÓÅÍ ÇÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ { ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÐÏÚŒÏÌÉÔØ ÒÁÚÂÉŒÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, Á ŒÏÏÂÝÅ ÎÁ ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ, ÐÒÉÞÅÍ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ. ëÁË ÜÔÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ, ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÉ ÓÕÔØ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÏÑÓÎÑÅÔÓÑ, Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ÄÁÖÅ ÐÒÏÝÅ.

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÁÕËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÉÑ ÍÅÒÙ; ÐÏ ÎÅÊ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÞÉÔÁÎ ÏÔÄÅÌØÎÙÊ ËÕÒÓ. ðÏËÁ ÞÔÏ, ÏÔÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3 (æÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉÃÁ). ðÕÓÔØ F { ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔ- ÒÅÚËÅ I = [0; C]. ôÏÇÄÁ ∫ I dF = F (C) − F (0):

äÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ, ÎÅÓÌÏÖÎÏ: ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÂÅÒÅÍ ”-ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÁ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ, É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0 ËÏÇÄÁ ” → 0. ðÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ŒÓÅ, ÉÚÕÞÁÀÝÉÅ ÁÎÁÌÉÚ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÜÔÏ ÆÏÒ- ÍÕÌÕ ËÁË ÎÅÞÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ, ÐÏÞÔÉ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÎÏÅ. üÔÏ ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ. éÓÔÏÒÉÞÅÓËÉ, ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉÃÁ ÜÔÏ ŒÁÖÎÏÅ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅ: ÄŒÅ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁÚÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ { ËÏÔÏÒÙÅ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÀÔ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁÚÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ { ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ.

þÔÏÂÙ ÕŒÉÄÅÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÓÔŒÉÅ, ËÓÔÁÔÉ, ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ∫ [0;C] ff, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÊ

ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ C ∈ R { ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ F (C). ôÏÇÄÁ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉÃÁ ÎÅ- ÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ dF = ff (ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ F { ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÁÑ ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ ff; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÊ 1-ÆÏÒÍÙ ÎÁ R ÅÓÔØ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚ- ÎÁÑ).

ðÒÉ ÏÂÏÂÝÅÎÉÉ ÎÁ ŒÙÓÛÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÜÔÏ ŒÅÝÉ ÄÁÖÅ ÎÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÕÒÏŒÎÅ ÒÁÚÎÙÅ, ÈÏÔÑ É ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ. ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁìÅÊÂÎÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ óÔÏËÓÁ. þÔÏÂÙ ÕÄÏÂÎÏ ÓÏÆÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÅÅ, ÓÌÅÇËÁ ÏÂÏÂÝÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I^k ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ k-ÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ; ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÒÎÙÍ ÃÉËÌÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : I^k → M; ÃÉËÌÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÌÉÎÅÊ- ÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÃÉËÌÏŒ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÉËÌÁ [C] = a_1’_i + · · · + a_N ’_N ÎÁ M ÍÏÖÎÏ ÞÉÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ [C] ff ÌÀÂÏÊ k-ÆÏÒÍÙ ff ÎÁ M ÆÏÒÍÕÌÏÊ ∫ [C] ff = a_i ∑ ∫ I^k

’^∗_i ff:

üÔÏ ÐÏ ÓÕÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÎÏ ÏÎÏ ÕÐÒÏÝÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÙ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÇÒÁÎÉÃÅÊ @’ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ ’ : I^k → M ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÃÉËÌ

@’ = ∑ 1≤i≤k ’^i_1 − ’^i_1;

ÇÄ ’^i_0, ’^i_1 { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ ÎÁ ÇÒÁÎØ ËÕÂÁ I^k, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÔÏÞÅË ÇÄÅ i-Ñ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÁ ÒÁŒÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ 0, 1. ðÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ, ÐÏÎÑÔÉÅ ÇÒÁÎÉÃÙ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÃÉËÌÙ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.4 (æÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k-ÃÉËÌÁ [C] ÎÁ M É ÌÀÂÏÊ (k − 1)- ÆÏÒÍÙ ff ÎÁ M, ÉÍÅÅÍ ∫ [C] dff = ∫ @[C] ff: íÙ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ { ËÁË ÏÂØÑÓÎÅÎÏ ŒÙÛÅ { ÐÏÎÑÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ ÔÒÕÄÎÏ ÄÁÔØ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÎÑÔÎÏÅ É ÕÄÏÂÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ; ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉÃÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÉ k = 1 (ÇÒÁÎÉÃÁ ÏÔÒÅÚËÁ ÜÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ÔÏÞËÅ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÅÅ ÎÚÁÞÅÎÉÅ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ { ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ F (1) − F (0)).

œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ É ŒÏŒÓÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ ÒÁÍËÁÈ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ËÕÒÓÁ ÎÅ ÕÐÏÍÉÎÁÔØ. íÙ ÓÄÅÌÁÌÉ ÜÔÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ { ÐÒÉÞÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÎÔÅÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ { ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÒÁÚSSÑÓÎÉÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ.

œÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ { ŒÅÒÎÅÅ, ÞÁÓÔÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V { ÂÙÌ ÏÓÎÏŒÁÎ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÎÏÓÙ T_{tv} ÎÁ ŒÅËÔÏÒÁ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ v. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÔÏÖÅ ËÒÁÊÎÅÊ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÏ ÏÂÏÝÉÔØ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. ïÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M, ÉÌÉ ÐÏÔÏËÏÍ ÎÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ : M × R → M, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ∈ R ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘_t : M − M × {t} → M ÅÓÔØ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ t, t ÉÍÅÅÍ ˘_t ∘ ˘_t′ = ˘_{t+t}′ .

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÌÑ R ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ M, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ t ∈ R ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ˘_t, É ÜÔÏÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ˘_t ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t. ôÁË, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÎÏÓÙ T_{tv} ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.6. ðÏÔÏË ÐÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ ÂÕÄÅÔ ‚ow. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÐÏ-ÒÕÓÓËÉ ÐÏÔÏËÏÍ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÅÝÅ É ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÄÒÕÇÁÑ ŒÅÝØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÁÎÇÌÉÊÓËÉ ÂÕÄÅÔ current. ë ÓÞÁÓÔØÀ, Œ ÂÌÉÖÁÊÛÉÅ ÐÏÌÇÏÄÁ ÏÎÁ ÎÁÍ ÔÏÞÎÏ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ.

ìÅÍÍÁ 1.7. ðÕÓÔØ ff { ËÁËÏÊ-ÔÏ ÇÌÁÄËÉÊ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÔÅÎÚÏÒ ÎÁ M (ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ É Ô.Ä.). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÔÏËÁ ˘_t ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim_{t→0} 1 t (˘^∗_t ff − ff):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÐÒÁÖÅÎÉÅ. □

üÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ìÉ ÔÅÎÚÏÒÁ ff ŒÄÏÌØ ÐÏÔÏËÁ ˘_t. ëÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÏÚÎÉ- ËÁÅÔ ÎÏŒÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÔÁË: ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏÎÑÔÉÅ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ m×{0} ∈ M ×R Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ { ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ŒÄÏÌØ R. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ e_t.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.8. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÐÏÔÏËÁ ˘ : M × R → M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ¸ = ¸(˘), ÚÄÁÎÎÏÅ ËÁË

¸_m = D˘_m(e_t):

ìÅÍÍÁ 1.9. ðÕÓÔØ ˘_t { ÐÏÔÏË ÎÁ M Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ¸. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ìÉ ŒÄÏÌØ ˘_t ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^∞(M; R) ÒÁŒÎÁ ÞÁÓÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ D_¸ f.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÐÒÁÖÅÎÉÅ. □

îÏ ÞÔÏ-ÔÏ ÎÏŒÏÅ ÍÙ ŒÓÅ ÖÅ ÐÏÌÕÞÉÌÉ: ÐÒÏÑÓÎÉÌÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÞÓÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÏÊ, É ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÏ É ÄÒÕÇÉÈ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ { ÆÏÒÍ, ÍÅÔÒÉË É Ô.Ä. œÓÅ ÜÔÏ ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏ Ë ËÁËÏÊ-ÔÏ ÇÒÕÐÐÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. îÁÓËÏÌØËÏ ÏÂÝÅÅ ÜÔÏ ÑŒÌÅÎÉÅ? ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÏÂ- ÝÅÅ: ÌÀÂÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ (ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ, ÐÒÁŒÄÁ, ÞÔÏ ˘_t ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÍÁÌÅÎØËÉÈ t, Á ÅÓÌÉ M ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ É ÔÏÌØËÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÅÇÏ ÔÏÞËÉ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÁËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (éÎÏÇÄÁ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ \ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÅÓÔØ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÅÍÁÌØÎÙÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ", É ÞÔÏ \ÌÏËÁÌØÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÔÓÑ ÄÏ ÐÏÔÏËÁ"). üÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.10 (óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆ. ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ).

ðÕÓÔØ U ⊂ V { ÏÂÌÁÓÔØ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, I ⊂ R { ÉÎÔÅÒŒÁÌ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÑ- ÍÏÊ, Á ¸ { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ U × I, ËÏÔÏÒÏÅ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏ ŒÄÏÌØ ÓÌÏÅŒ ÐÒÏÅËÃÉÉ U × I → I. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÅ ¸ + e_t ÎÁ U × I. ôÏÇÄÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ U × I ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÓÉ- ÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ˘ : U^′ × I^′ → U × I, U^′ ⊂ V , I^′ ⊂ I, ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÁÑ Ó ÐÒÏÅËÃÉÑÍÉ ÎÁ R, ÞÔÏ ˘ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ¸ + e_t Œ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ @=@t.

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ, ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ìÅËÃÉÉ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. îÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂSS- ÑÓÎÉÍ, ËÁËÏÅ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÇÒÕÐÐÁÍ (Á ÚÁÏÄÎÏ É Ë ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ, É ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑÍ). úÁËÏÎÞÉÍ ÔÅÍ, ÞÔÏ ŒÙŒÅÄÅÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ.