áÎÁÌÉÚ, 2Ê ÓÅÍÅÓÔÒ, ËÕÒÓ ÐÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÉÓÞÉ- ÓÌÅÎÉÀ.

üËÚÁÍÅÎ ÐÏÌÕÄÏÍÁÛÎÉÊ { ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÓÄÁŒÁÔØ Œ ÓÒÅÄÕ 23 ÍÁÒÔÁ É Œ ÞÅÔŒÅÒÇ 24 ÍÁÒÔÁ. úÁÄÁÞÉ ÓÄÁÀÔÓÑ ÕÓÔÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÅ ŒÏÐÒÏÓÙ. äÌÑ ÓÄÁÞÉ ÜËÚÁÍÅÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ 2 ÚÁÄÁÞÉ (ÜÔÏ ÏÃÅÎËÁ \3"); ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ \4", ÎÁÄÏ ÒÅÛÉÔØ 3 ÚÁÄÁÞÉ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ \5" { ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÅÔÙÒÅ ÚÁÄÁÞÉ.

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ f(x_1; x_2) { ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R^2 → R.

(Á) ðÕÓÔØ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ËÌÁÓÓÁ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ C^1 ŒÎÅ 0 ∈ R^2, É ÐÕÓÔØ É @=@x_1f, É @=@x_2f ÈÏÒÏÛÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Œ 0 ∈ R^2. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f ËÌÁÓÓÁ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ C^1 ŒÓÀÄÕ ÎÁ R^2? œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ, ÅÓÌÉ ÅÝÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ D_v f ÈÏÒÏÛÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Œ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ R^2?

(Â) ðÕÓÔØ f ËÌÁÓÓÁ C^1 ŒÓÀÄÕ, É ËÌÁÓÓÁ C^2 ŒÎÅ ÎÕÌÑ, É ÐÕÓÔØ @=@x_1@=@x_2f É @=@x_2@=@x_1f ÈÏÒÏÛÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Œ ÎÕÌÅ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f ËÌÁÓÓÁ C^2 ŒÓÀÄÕ? œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ @ @x_1 @ @x_2 f = @ @x_2 @ @x_1 f? ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ @=@x_1@=@x_2f É @=@x_2@=@x_2f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ Œ ÎÕÌÅ { ŒÅÒÎÏ ÌÉ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ f ËÌÁÓÓÁ C^2? á ÅÓÌÉ ÅÝÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ @ @x_1 @ @x_2 f = @ @x_2 @ @x_1 f? úÄÅÓØ @=@x_1, @=@x_2 { ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ŒÄÏÌØ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ⟨1; 0⟩; ⟨0; 1⟩ ∈ R^2

úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ E { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M. óŒÑÚ- ÎÏÓÔØÀ ÎÁ E ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ∇ : C^∞(M; E) → C^∞(M; E ⊗ T^∗M), ÞÔÏ

∇(ae) = a∇(e) + e ⊗ da

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a ∈ C^∞(M; R), e ∈ C^∞(M; E). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ. õËÁÚÁÎÉÅ: ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ∇_1, ∇_2 { ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, Á ˘ ∈ R { ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ˘∇_1 + (1 − ˘)∇_2 { ÔÏÖÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ; ÚÁÔÅÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ.

úÁÄÁÞÁ 3. (Á) ðÕÓÔØ M { ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á E_1, E_2 { ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÍ.

œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : C^∞(M; E_1) → C^∞(M; E_2), ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÏ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ C^∞(M; R)-ÍÏÄÕÌÑ, ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ E_1 → E_2?

(Â) ðÕÓÔØ M { ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á E { ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÍ, ÎÓÂÁÖÅÎÎÏÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ∇.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∇ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

∇ : C^∞(M;~

T^∗M ⊗ E) → C^∞(M;~ +1 T^∗M ⊗ E);

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ∇(e ⊗ ff) = ∇(e) ∧ ff + (−1)^{deg ff}e ⊗ dff:

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∇^2 : C^∞(M; E) → C^∞(M; ~^2T^∗M ⊗ E) ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ R : E → ~^2T^∗M ⊗ E (ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÉŒÉÚÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ∇).

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ M { ÇÌÁÄËÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á M^′ ⊂ M { ÐÏÄ- ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ËÁË ÎÕÌÉ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^∞(M; R), ÐÒÉÞÅÍ df ≠ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M^′ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ.

úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ M { ÇÌÁÄËÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ¸, ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÅÓÑ Œ ÎÏÌØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T M ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ, ÅÓÌÉ M ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 3 (ÕËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ S^2 × S^1 ÓÆÅÒÙ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ)?

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T S^2 Ë ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S^2 ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ:

• ðÕÓÔØ f_1; : : : ; f_n : S^1 → S^1 { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1 ⊂ C Œ ÓÅÂÑ, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ D → S^1 ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÄÉÓËÁ D ⊂ C , D = {z ∈ C ||z| ≤ 1}. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ f_1f_2 : : : f_n : S^1 → S^1 ÎÅ ÒÁŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ S^1 → S^1; z → z^2.

õËÁÚÁÎÉÅ: ŒŒÅÄÉÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÍÅÔÒÉËÕ; ÐÏÔÏÍ ÐÏËÒÏÊÔÅ ÅÅ ÄŒÕÍÑ ËÁÒÔÁÍÉ { ÓÅŒÅÒÎÙÍ É ÀÖÎÙÍ ÐÏÌÕÛÁÒÉÅÍ { É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÅÒÅÈÏÄÁ.

úÁÄÁÞÁ 7. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V , ÏÐÅÒÁ- ÃÉÑ \ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ v" { ÜÔÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ff → ff ⌟ v ŒÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ~

V^∗, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÔÁË:

(e_1 ∧ · · · ∧ e_k) ⌟ v = ∑ 1≤i≤k (−1)^{i−1}⟨v; e_i⟩e_1 ∧ : : : e_{i−1} ∧ e_{i+1} ∧ : : : e_k;

ÇÄÅ e_1; : : : ; e_k ∈ V^∗ { ÌÀÂÙÅ ËÏŒÅËÔÏÒÁ, Á ⟨v; e_i⟩ ∈ R { ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ËÏŒÅËÔÏÒÁ e_i ∈ V^∗ Ë ŒÅËÔÏÒÕ v ∈ V .

(Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ff → ff ⌟ v,~ +1 V^∗ → ~V^∗ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ:

(ff ∧ fi) ⌟ v ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ (ff ⌟ v) ∧ fi É ff ∧ (fi ⌟ v) Ó ËÁËÉÍÉ-ÔÏ ÚÎÁËÁÍÉ. ó ËÁËÉÍÉ?

(Â) äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ëÁÒÔÁÎÁ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ¸ É ÌÀÂÏÊ k- ÆÏÒÍÙ ff ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÉÍÅÅÍ

D_¸(ff) = d(ff ⌟ ¸) + (dff ⌟ ¸);

ÇÄÅ D_¸ { ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ìÉ ŒÄÏÌØ ¸. õËÁÚÁÎÉÅ: ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÔ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÄÅ òÁÍÁ; ÚÁÔÅÍ ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ k = 0.

úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ M { ÇÌÁÄËÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k, Á f ∈ C^∞(M; R) { ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÎÅÍ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f { ÜÔÏ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ m ∈ M, ÞÔÏ df_m = 0; ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ m ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÅÓÌÉ ÇÅÓÓÉÁÎ Œ ÎÅÊ { ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ T_mM.

(Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ f ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄŒÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ.

(Â) ðÕÓÔØ Õ f ÒÏŒÎÏ ÄŒÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÓÆÅÒÅ S^k . õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÕÓÔØ m { ÏÄÎÁ ÉÚ ÄŒÕÈ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËÒÉÔÉÞÅ- ÓËÉÈ ÔÏÞËÅ. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ íÏÒÓÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ c ∈ R, ÂÌÉÚËÏÇÏ Ë f(m), ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ f^{−1}(c) ⊂ M ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÏ, ÌÉÂÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÓÆÅÒÅ S^{k−1}.