íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôò

ìåëãéñ 1

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ìÅÍÍÁ áÄÁÍÁÒÁ, ÌÅÍÍÁ íÏÒÓÁ, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÌÅÍÍÁ íÏÒÓÁ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÔÏÇÏ, ËÁË ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ R^3 ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ (ÓÆÅÒÕ), ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x^2 + y^2 + z^2 = 1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ R^2 × R, ÇÄÅ ÐÅÒŒÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÄŒÕÍÑ ÐÅÒŒÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÂÁÚÉÓÁ (ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x É y), Á ŒÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ | ÔÒÅÔØÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ (ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ z). õÒÁŒÎÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : R^2×R → R, ÇÄÅ f((x; y); z) = x^2 +y^2 +z^2. ðÕÓÔØ (x_∗; y_∗; z_∗) | ÔÏÞ- ËÁ ÓÆÅÒÙ, ÔÏ ÅÓÔØ f((x_∗; y_∗); z_∗) = 1. þÔÏÂÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ Œ ÔÏÞËÅ ((x_∗; y_∗); z_∗) ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÕÖÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ (x; y) = (x_∗; y_∗), ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ f_{(x∗;y∗)} : R → R, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ f_{(x∗;y∗)}(z) = f((x_∗; y_∗); z) É ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ Œ ÔÏÞËÅ z = z_∗. üÔÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÒÁŒÎÁ 2z_∗. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÅÓÌÉ z_∗ ≠ 0 ⇔ x^2_∗ + y^2_∗ ≠ 1 (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ (x_∗; y_∗; z_∗) | ÔÏÞËÁ ÓÆÅÒÙ), ÕÓÌÏŒÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ⊂ R^2 ÔÏÞËÉ (x_∗; y_∗) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ h : U → R ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ h(x_∗; y_∗) = z_∗ É f(x; y; h(x; y)) ≡ 1. ïÂÙÞÎÏ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÁÀÔ ÓÌÏŒÁÍÉ \ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 + y^2 + z^2 = 1 ÚÁÄÁÅÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (x_∗; y_∗) ŒÅÌÉÞÉÎÕ z ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ x É y". åÓÌÉ z_∗ = 0, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U (É ÆÕÎËÃÉÉ h) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë ÔÏÞËÅ (x_∗; y_∗) (ÔÁËÏÊ ÞÔÏ x^2_∗ + y^2_∗ = 1) ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÏÞËÉ (x; y), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x^2 + y^2 ¿ 1, É ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ x^2 + y^2 + z^2 = 1. üÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ U É h ÎÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, Á ÔÒÅÂÕÅÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ.

(îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ) ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÔÁËÖÅ ÇÌÁÄËÏÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ f : R^n → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ f(0) = 0 É ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÏÊ: f^′(0) ≠ 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÔÁËÏÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ D : U → U , ÞÔÏ D(0) = 0 É f(D(x)) = ( f^′(0); x ) . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ f^′(0) ≠ 0, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÁ ÉÚ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ^{@f}_{@xi} (0) ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ; ÐÕÓÔØ ÜÔÏ^{@f}_{@x1} (0). âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ D Œ ŒÉÄÅ D(x) = (u(x); x_2; : : : ; x_n), ÇÄÅ u(0) = 0. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ u(x) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ f(u(x); x_2; : : : ; x_n) = ( f^′(0); x ) . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : R^n×R → R, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕ- ÌÏÊ ’(x; u) = f(u; x_2; : : : ; x_n) − ( f^′(0); x ) , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ Œ ÔÏÞËÅ (0; 0) ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ: @’ @u (0; 0) =^{@f}_{@x1} (0) ≠ 0 | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ’(x; u) = 0 ÚÁÄÁÅÔ u ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ x Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔÉ V ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ^{@u}_{@x1} (0) = 1 É^{@u}_{@xk} (0) = 0 ÐÒÉ k ≠ 1. éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ D^′(0) = I. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, D | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÍÅÎØÛÅÊ, ÞÅÍ V ) ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. □

óÉÍŒÏÌÏÍ Symm(R^n) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ n × n Ó ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ.

ìÅÍÍÁ 1 (áÄÁÍÁÒ). ðÕÓÔØ f : R^n → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(0) = 0 É f^′(0) = 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : R^n → Symm(R^n) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(x) = ( A(x)x; x ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ R^n, É A(0) =^1_2 f^{′′}(0).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. f(x) =

∫_1 0 d dt f(tx) dt (ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉÃÁ) =

∫_1 0 ( f^′(tx); x ) dt (ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ) =

∫_1 0 (∫_t 0 d ds f^′(sx) ds; x ) dt (îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉÃÁ) =

∫_1 0 (∫_t 0 f^{′′}(sx)x ds; x ) dt (ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ) = ( A(x)x; x ) , ÇÄÅ A(x) =

∫_1 0 ∫_t 0 f^{′′}(sx) dsdt. ïÞÅŒÉÄÎÏ, A(0) = f^{′′}(0)

∫_1 0 ∫_t 0 dsdt =^1_2 f^{′′}(0). óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ, A(x) | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. □

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÌÅÍÍÁ íÏÒÓÁ). ðÕÓÔØ f : R^n → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ f(0) = 0, f^′(0) = 0 É ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ f^{′′}(0) : R^n → R^n ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÔÁËÏÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ D : U → U , ÞÔÏ f(D(x)) =^1_2 (f^{′′}(0)x; x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ f ÐÏ ÌÅÍÍÅ áÄÁÍÁÒÁ: f(x) = (A(x)x; x), É ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ŒÉÄÅ D(x) = B(x)x, ÇÄÅ B(x) ∈ Symm(R^n) É B(0) = I. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ B(x) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (A(B(x)x)B(x)x; B(x)x) = (A(0)x; x), ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ B(x)A(B(x)x)B(x) = A(0). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : R^n × Symm(R^n) → Symm(R^n), ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ’(x; B) = BA(Bx)B − A(0). ôÏÇÄÁ ’_0(B)^{def}= ’(0; B) = BA(0)B, ÏÔËÕÄÁ ’^′_0(I) 1

| ÏÐÅÒÁÔÏÒ Symm(R^n) → Symm(R^n), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ’^′_0(I)X = XA(0) + A(0)X. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A(0) ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ: A(0) = diag(˘_1; : : : ; ˘_n) Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ Œ R^n. åÓÌÉ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ X ÅÓÔØ (x_{ij} ), ÔÏ XA(0) + A(0)X = ((˘_i + ˘_j )x_{ij}). ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ˘_i + ˘_j ≠ 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ i; j = 1; : : : ; n, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ’^′_0(I) ÏÂÒÁÔÉÍ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ Œ ÔÏÞËÅ (0; I) ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÅÍÍÁ íÏÒÓÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

åÓÌÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ˘_i + ˘_j = 0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ | ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ˘_1; : : : ; ˘_n ÅÓÔØ ÐÁÒÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ (i = j ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, Ô.Ë. ÏÐÅÒÁÔÏÒ A(0) = f^{′′}(0) ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÒÅÄÉ ˘_i ÎÅÔ ÎÕÌÅÊ) | ÔÏ ÐÏÉÓË ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ D ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ Œ ÄŒÁ ÜÔÁÐÁ. œÎÁÞÁÌÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ g(x) = f(S(x)), ÇÄÅ S(x) = (s_1x_1; : : :; s_nx_n), s_1; : : :; s_n | ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_1; : : : ; x_n ŒÙÂÒÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ A(0) = diag(˘_1; : : : ; ˘_n). ôÏÇÄÁ g^{′′}(0) = diag(s^2_1˘_1; : : :; s^2_n˘_n), É ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ s_1; : : : ; s_n ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ s^2_i ˘_i ÎÅ ÂÙÌÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ g(x) ÌÅÍÍÁ íÏÒÓÁ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f(0) = 0, f^′(0) = 0, ÎÏ ÍÁÔÒÉÃÁ f^{′′}(0) ŒÙÒÏÖÄÅÎÁ. ðÕÓÔØ V = Ker f^{′′}(0) ⊂ R^n, É P : R^n → R^n | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÁ V . ôÏÇÄÁ Q^{def}= I − P | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ V^⊥ Ë V ; ÏÐÅÒÁÔÏÒ Qf^{′′}(0) : V^⊥ → V^⊥ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÌÅÍÍÁ íÏÒÓÁ). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÁËÏÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ D : U → U É ÔÁËÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ : V → R, ÞÔÏ ’(0) = 0, ’^′(0) = 0, ’^{′′}(0) = 0 É f(D(x)) = ’(P x) +^1_2 (f^{′′}(0)Qx; Qx).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ D ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÍ Œ ÔÒÉ ÜÔÁÐÁ. œÎÁÞÁÌÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ _1 : V ⊕V^⊥ → V^⊥, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ _1(v; w) = Qf^′(v+w). ïÎ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÞËÅ (0; 0): (_1)_0(w)^{def}= _1(0; w) = Qf^′(w), ÏÔËÕÄÁ (_1)^′_0(0) = Qf^{′′}(0) = QG | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ _1(v; w) = 0 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h : V → V^⊥ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ Qf^′(v + h(v)) = 0, ÐÒÉÞÅÍ h(0) = 0. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ D_1(x) = x + h(P x); ÔÏÇÄÁ D^{−1}_1 (x) = x − h(P x), ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ D_1 | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÌÏÖÉÍ f_1(x)^{def}= f(D_1(x)) = f(x + h(P x)) = f(P x + Qx + h(P x)). æÕÎËÃÉÑ f_1 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ f^′(x) ∈ V ÐÒÉ x ∈ V .

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ v ∈ V É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ’_v(w)^{def}= f_1(v +h(v)+w)−f_1 (v +h(v)) ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V^⊥. ïÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 2. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ’_v(0) = 0, ’^′_v(0) = Qf^′(v + h(v)) = 0 Œ ÓÉÌÕ ŒÙÂÏÒÁ h(v), É ’^{′′}_v (0) = Qf^{′′}(v + h(v)). ôÏÇÄÁ ’^{′′}_v (0) ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ v ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É ’^{′′}_0 (0) = Qf^{′′}(0) : V^⊥ → V^⊥ | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, det ’^{′′}_v (0) ≠ 0 ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ v, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ ÔÁËÉÈ v ÍÁÔÒÉÃÁ ’^{′′}_v (0) ÏÂÒÁÔÉÍÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ v ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_v ⊂ V^⊥ É ÔÁËÏÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ D_v : U_v → U_v, ÞÔÏ ’_v(D_v(w)) = ’_v(0) + 1 2 (’^{′′}_v (0)w; w). ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ D_2(x) = P x+D_{P x}(Qx). ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ D^′_2(0) | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (ÐÏÞÅÍÕ ?) | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ D_2 | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. éÍÅÅÍ f_2(x)^{def}= f_1(D_2(x)) = f((D_1 ∘ D_2)(x)) = f_1(P x + h(P x)) +^1_2 (’^{′′}_{P x}(0)Qx; Qx)^{def}= (P x) +^1_2 (’^{′′}_{P x}(0)Qx; Qx).

âÕÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÓËÁÔØ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÉÄÁ D_3(x) = P x + Y (P x)Qx, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉŒÏÄÑÝÉÊ ÆÕÎËÃÉÀ Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ŒÉÄÕ: f_2(D_3(x)) = ’(P x) +^1_2 (f^{′′}(0)Qx; Qx); ÚÄÅÓØ Y (v) | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ v ∈ V ) É Y (0) = I. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, f_2(D_3(x)) = (P x) +^1_2 (Y (P x)’^{′′}_{P x}(0)Y (P x)Qx; Qx) = ’(P x) + 1 2 (’^{′′}_0 (0)Qx; Qx), ÔÏ ÅÓÔØ Y (v)’^{′′}_v (0)Y (v) = ’^{′′}_0 (0) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ v ∈ V . îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ _3 : V ⊕ Symm(R^n), ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ _3(v; Y ) = Y ’^{′′}_v (0)Y , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Y (v), É ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ D = D_3 ∘ D_2 ∘ D_1 ÐÏÓÔÒÏÅÎ. □

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ C^∞(R^n) ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ R^n É Œ ÎÅÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ I_0 = {f ∈ C^∞(R^n) | f(0) = 0}. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÉÄÅÁÌÁ (ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ) I ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌ I^2, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ŒÉÄÁ ∑ i a_ib_i, ÇÄÅ a_i; b_i ∈ I ÄÌÑ ŒÓÅÈ i; ÏÞÅŒÉÄÎÏ, I^2 ⊂ I.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. f ∈ I^2_0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(0) = 0 É f^′(0) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f ∈ I^2_0 , Ô.Å. f = ∑ i a_ib_i. ôÏÇÄÁ f(0) = 0 É f^′(0) = ∑ i a^′_i(0)b_i(0) + a_i(0)b^′_i(0) = 0.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ f(0) = 0 É f^′(0) = 0. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ áÄÁÍÁÒÁ f(x) = (A(x)x; x) =

∑_n

i;j=1 aij(x)xixj =

∑_n

i=1 u_i(x)x_i, ÇÄÅ u_i(x) =

∑_n j=1 a_{ij}(x)x_j . ïÞÅŒÉÄÎÏ, x_i ∈ I_0 É u_i ∈ I_0, ÏÔËÕÄÁ f ∈ I^2_0 . □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. I_0=I^2_0 = R^n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯ : I_0 → R^n ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ¯(f) = f^′(0). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4 ÉÍÅÅÍ Ker ¯ = I^2_0 ; ÏÞÅŒÉÄÎÏ, Im ¯ = R^n (ŒÓÑËÉÊ ŒÅËÔÏÒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ f^′(0)). îÏ ÏÂÒÁÚ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÁËÔÏÒÕ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏ ÑÄÒÕ. □

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÁÌÇÅÂÒÙ C^∞(R^n) ÍÏÖÎÏ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÞÅÍÕ ÒÁŒÎÏ n.