íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôò

ìåëãéñ 10

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. çÒÕÐÐÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ.

ðÕÓÔØ G | ÁÂÅÌÅŒÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, Ô.Å. ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ŒÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ Œ ÎÅÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : G_1 → G_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 1. áÂÅÌÅŒÙÍÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ R^n ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, Z^n ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ), Á ÔÁËÖÅ ÇÒÕÐÐÁ U (1)^n = {(z_1; : : : ; z_n) ∈ C^n | |z_1| = · · · = |z_n| = 1} Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ (ÔÏÒÁ T^n), ÕÎÁÓÌÅÄÏŒÁÎÎÏÊ ÉÚ C^n .

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ Ó ÇÒÕÐÐÁÍÉ R, ZÉ U (1). äÌÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ⊂ G, ÇÄÅ G = R, ZÉÌÉ U (1) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÍÅÒÕ èÁÁÒÁ ¯(X) ∈ [0; +∞] ÔÁË: ÅÓÌÉ G = R, ÔÏ ¯(X) ÜÔÏ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ X, ÅÓÌÉ G = Z, ÔÏ ¯(X) ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ X, Á ÅÓÌÉ G = U (1), ÔÏ ¯(X) ÜÔÏ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ˘(X) ⊂ [0; 1), ÇÄÅ ˘(e^{2ßi’})^{def}= ’, 0 ≤ ’ ¡ 1. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ ∫ G f(x) dx ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ f : G → C : ÄÌÑ G = R ÜÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ ∫_{+∞} −∞ f(x) dx, ÄÌÑ G = ZÜÔÏ ∑ n∈X f(n), Á ÄÌÑ G = U (1) ÜÔÏ ∫_1 0 f(e^{2ßi’}) d’.

óŒÅÒÔËÏÊ ÄŒÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ f_1; f_2 : G → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ (f_1 ∗ f_2)(x)^{def}= ∫ G f_1(t)f_2(xt^{−1}) dt (ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁ- ÃÉÀ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ; ÅÓÌÉ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÔÏ f_2(x − t)).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f_1; f_2 : G → C ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ (ÇÄÅ G = R, ZÉÌÉ U (1), Á ÍÅÒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ŒÙÛÅ), ÔÏ ÓŒÅÒÔËÁ f_1 ∗ f_2 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ É ÔÏÖÅ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∫ G |(f_1 ∗ f_2)(x)| dx ≤ ∫ G |f_1(x)| dx ∫ G |f_2(x)| dx.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÕÂÉÎÉ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ZÉ U (1) !) ÉÚ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ f_1; f_2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ g : G × G → C , ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ g(t; x) = f_1(t)f_2(x), ÔÁËÖÅ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ (t; x) → (t; x − t) | ÄÉÆÆÅÏÏÍÏÒÆÉÚÍ G × G Œ ÓÅÂÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÍÅÒÕ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÚÁÍÅÎÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÔÏÖÅ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ZÉ U (1)), ÆÕÎËÃÉÑ ~g(t; x) = g(t; x − t) ÔÁËÖÅ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ æÕÂÉÎÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (f_1 ∗ f_2)(x) = ∫ G ~g(t; x) dt ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ É ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ.

éÍÅÅÍ ∫ G |(f_1 ∗ f_2)(x)| dx = ∫ G | |∫_G f_1(t)f_2(x − t) dt | | dx ≤ ∫_{G×G} |f_1(t)f_2(x − t)| dxdt = ∫_G |f_1(t)| ∫_G |f_2(x − t)| dxdt = ∫ G |f_1(t)| dt ∫ G |f_2(y)| dy (ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ y = x − t). □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. óŒÅÒÔËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ G → C . óŒÅÒÔËÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÁ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÓÄŒÉÇÁ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÓŒÅÒÔËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ìÅÂÅÇÁ. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ: (f_2 ∗ f_1)(x) = ∫ G f_1(x−t)f_2(t) dt = (ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ t → x−t; ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÄÌÑ G = ZÉ G = U (1) !) = ∫ G f_1(t)f_2(x − t) dt = (f_1 ∗ f_2)(x). áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ: ((f_1 ∗ f_2) ∗ f_3(x) = ∫ G(f_1 ∗ f_2)(t)f_3(x − t) dt = ∫ G×G f_1(ø )f_2(t − ø )f_3(x − t) dø dt (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÕÂÉÎÉ) = ∫ G×G f_1(ø )f_2(s)f_3(x − ø − s) dø ds (ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ s = t − ø ) = ∫ G f_1(ø )(f_2 ∗ f_3)(x − ø ) dø (ÏÐÑÔØ ÔÅÏÒÅÍÁ æÕÂÉÎÉ) = (f_1 ∗ (f_2 ∗ f_3))(x).

ðÕÓÔØ T [a] | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ G: (T [a]f)(x)^{def}= f(x + a) éÍÅÅÍ T [a](f_1 ∗ f_2)(x) = (f_1 ∗ f_2)(x + a) = ∫ G f_1(t)f_2(x + a − t) dt = ∫ G f_1(t + a)f_2(x − t) dt (ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t → t + a) = ((T [a]f_1) ∗ f_2)(x). □

æÕÎËÃÉÑ ’ : G → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÉÎÉÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ŒÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. åÓÌÉ ’ : R → C ÇÌÁÄËÁÑ É ÆÉÎÉÔÎÁÑ, Á f : R → C ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ, ÔÏ ’ ∗ f ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ. óŒÅÒÔËÁ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÁ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ: (’ ∗ f)^′ = ’^′ ∗ f.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ’ : R → C ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÌÉÛØ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−a; a]. ôÏÇÄÁ ’ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, |’(t)f(x − t)| ≤ const: |f(x − t)|, É ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ R’(t)f(x − t) dt ÓÈÏÄÉÔÓÑ. œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 ÉÍÅÅÍ (’ ∗ f)(x) = (f ∗ ’)(x) = ∫ Rf(t)’(x − t) dt, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ’^′.

éÍÅÅÍ (’^′ ∗ f)(x) = ∫ Rf(t) lim_{y→x}^{’(y−t)−’(x−t)} y−x dt. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÉÍÅÅÍ

’(y−t)−’(x−t)

y−x = ’^′(¸(x; y)), ÇÄÅ ¸(x; y) ∈ [x; y]. æÕÎËÃÉÑ ’^′ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÌÉÛØ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ^{’(y−t)−’(x−t)}_{y−x} → ’^′(x) ÐÒÉ 1

y → x ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁ ÐÏ t ∈ R, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ ÐÒÅÄÅÌÙ: (’^′ ∗ f)(x) = lim_{y→x}^1_{y−x} ∫ Rf(t)(’(y − t) − ’(x − t)) dt = (’ ∗ f)^′(x). ðÏŒÔÏÒÑÑ ÜÔÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ’ ∗ f ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÁÑ. □

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ Ø : G → U (1) (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ø : G → U (1) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ Ø(g_1g_2) = Ø(g_1)Ø(g_2), Ø(e) = 1 É Ø(g^{−1}) = Ø(g)^{−1} = Ø(g)) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ) ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G. èÁÒÁËÔÅÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ: ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ | ÐÏÔÏÞÅÞ- ÎÁÑ: (Ø_1Ø_2)(g)^{def}= Ø_1(g)Ø_2(g), Á ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ | ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÁ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ K ⊂ G. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ^G É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÊ Ë G ÐÏ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÕ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ^R = R.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ˘ ∈ R ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒ Ø_˘(x)^{def}= e^{2ßi˘x}. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ˘ → Ø_˘ ÜÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ R → ^R. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ Ø ∈ ^R, ÔÏ ÅÓÔØ Ø : R → U (1) | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ Ø(x + y) = Ø(x)Ø(y) É (ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ) Ø(0) = 1. ðÕÓÔØ ’ : R → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ (’ ∗ Ø)(x) = ∫ R’(t)Ø(x − t) dt = Ø(x) ∫ R’(t)Ø(t) dt = const:Ø(x) (ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ). éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ Ø | ÇÌÁÄËÁÑ. ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Ø(x + y) = Ø(x)Ø(y) ÐÏ y É ÐÏÌÏÖÉÍ y = 0 | ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ Ø^′(x) = cØ(x), ÇÄÅ c = Ø^′(0). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Ø(x) = e^{cx}. ðÏÓËÏÌØËÕ Ø(x) ∈ U (1), ÞÉÓÌÏ c ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍ: c = 2ßi˘, ˘ ∈ R.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ → Ø_˘ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ R → ^R; ŒÙÛÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÜÐÉ- ÍÏÒÆÉÚÍ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Ø_˘ = 1 ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ˘ = 0). üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ˘_n → ˘ É x ∈ [−a; a], ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ N , ÞÔÏ |˘_n − ˘| ¡ ”=a ÐÒÉ n ¿ N . ïÔÓÀÄÁ ÉÍÅÅÍ |Ø_{˘n} (x) − Ø_˘(x)| = |e^{2ßi(˘n−˘)x} − 1| ≤ |e^{2ßi”} − 1| → 0 ÐÒÉ ” → 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Ø_{˘n} (x) ⇒ Ø_˘(x) ÐÒÉ n → ∞ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ x ∈ [−a; a] É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ K ⊂ R. îÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ !): ÅÓÌÉ Ø_{˘n} (x) ⇒ Ø_˘(x) ÐÒÉ n → ∞ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ x ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ K ⊂ R (ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Ø_{˘n} → Ø_˘ Œ ÇÒÕÐÐÅ ^R), ÔÏ ˘_n → ˘. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ → Ø_˘ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ. □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. ^U (1) = ZÉ ^Z= U (1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ∈ U (1) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒ Ø_a : Z→ U (1), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ Ø_a(n) = a^n. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ a → Ø_a | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ U (1) → ^Z. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÕÓÔØ Ø : Z → U (1) | ÈÁÒÁËÔÅÒ. ôÏÇÄÁ Ø(n) = a^n, ÇÄÅ a^{def}= Ø(1). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ.

äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n ∈ ZÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒ Ø_n : U (1) → U (1) ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ Ø_n(z) = z^n | ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ Z→ ^U (1). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Ø : U (1) → U (1) | ÈÁÒÁËÔÅÒ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒ ~Ø : R → U (1) ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ~Ø(x) = Ø(e^{2ßix}). óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 4, ÉÍÅÅÍ ~Ø(x) = e^{2ßinx} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ∈ R. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÏÌÖÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ~Ø(1) = ~Ø(0) = 1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ n ∈ Z. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ Z→ ^U (1), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ n → Ø_n.

ðÒÏŒÅÒËÁ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ ÏÂÏÉÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. □

ðÕÓÔØ f : G → C | ÓÕÍÍÒÕÅÍÁÑ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÄÅ G = R, ZÉÌÉ U (1). ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ f ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ F (f) : ^G → C , ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ F (f)(Ø) = ∫ G f(x)Ø(x) dx (ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, Ô.Ë.

|Ø(x)| = 1).

ðÒÉÍÅÒ 2. äÌÑ G = R ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ F (f) : R → C , ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ F (f)(˘) = ∫ Rf(x)e^{−2ßi˘x} dx. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ a ¿ 0 ÉÍÅÅÍ F (^{1√}_a e^{−ßx2 =a2} )(˘) =^{1√}_a ∫_{+∞} −∞ e^{− ß}a^{2 (x2+2ia2˘x)} dx =^{1√}_a ∫_{+∞} −∞ e^{− ß}a^{2 ((x+ßia2 ˘)2+a4˘2)} dx = 1√ a e^{−ßa2 ˘2} ∫_{+∞} −∞ e^{− ßa2 y2 dy} (ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ y = x + ßiœ˘) =

√_a ß e^{−ßa2 ˘2} ∫_{+∞} −∞ e^{−z2} dz (ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

z = y √ ß=a) = √ ae^{−ßa2 ˘2} (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ∫_{+∞} −∞ e^{−z2} dz = √ ß). ðÒÉÍÅÒ 3. åÓÌÉ c : Z→ C | ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÑ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ ÆÕÎËÃÉÑ, Ô.Å. ÔÁËÁÑ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÑÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ c(n)^{def}= c_n, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ n∈Z|c_n| ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ F (c) : U (1) → C | ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ F (c)(z) = ∑ n∈Zc_nz^{−n}. éÎÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÀ F (c)(e^{2ßi’}) = ∑ n∈Zc_ne^{−2ßin’} ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÒÑÄÏÍ æÕÒØÅ (ÎÁ ÏÔÒÅÚ- ËÅ [0; 1]) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ c_n.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ f : U (1) → C | ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Ô.Å. f(e^{2ßit}) = g(t), ÇÄÅ t ∈ [0; 1], É ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ

∫_1 0 g(t) dt ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ôÏÇÄÁ F (f) | ÆÕÎËÃÉÑ Z→ C , Ô.Å. ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÑÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ c_n(g) = ∫_1 0 g(t)e^{−2ßint} dt. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ g(t) = g_k(t) = e^{2ßikt}, ÔÏ c_n(g_k) =

∫_1 0 e^{2ßi(k−n)t} dt = 0 ÐÒÉ n ≠ k É c_k(g_k) = 1.