íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôò

ìåëãéñ 11

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ f : G → C | ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ F (f) : ^G → C ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ F (f_1 ∗ f_2) = F (f_1)F (f_2), F (T [a]f)(Ø) = Ø(a)F (f)(Ø) (ÇÄÅ a ∈ G, T [a] | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ ÎÁ a) É F (f) = T []F (f) (ÇÄÅ : G → C | ÈÁÒÁËÔÅÒ, Á T [] | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒ ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ F (f) ÏÞÅŒÉÄÎÙ. åÓÌÉ f ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ËÏÍÐÁËÔ K ⊂ G, ÞÔÏ ∫ G\K |f(t)| dx ¡ ”. ðÕÓÔØ Ø_n → Ø Œ ÇÒÕÐÐÅ ^G. ôÏÇÄÁ |Ø_n(t) − Ø(t)| ¡ ” ÐÒÉ ŒÓÅÈ t ∈ K É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n (ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ | ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ K ⊂ G). ïÔÓÀÄÁ |F (f)(Ø_n) − F (f)(Ø)| ≤ ∫ G |f(t)| |Ø_n(t) − Ø(t)| dx = ∫ K + ∫ G\K ≤ ” ∫ G |f(t)| dt + 2”, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ F (f) : ^G → C ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

éÍÅÅÍ F (f_1 ∗ f_2)(Ø) = ∫ G ∫ G f_1(t)f_2(x − t)Ø(x) dxdt = ∫ G ∫ G f_1(t)f_2(x − t)Ø(t)Ø(x − t) dxdt = ∫ G f_1(t)Ø(t) dt × ∫ G f_2(y)Ø(y) dy = F (f_1)(Ø)F (f_2)(Ø). ôÁËÖÅ: F (T [a]f)(Ø) = ∫ G f(x+a)Ø(x) dx = ∫ G f(y)Ø(y)Ø(−a) dy = Ø(a)F (f).

é ÅÝÅ: F (f)(Ø) = ∫ G (x)f(x)Ø(x) dx = ∫ G f(x)(Ø^{−1})(x) dx = F (f)(Ø^{−1}) = T [^{−1}]F (f)(Ø) = (T []F (f))(Ø). □ âÏÌÅÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. åÓÌÉ f : R → C | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, f^′ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ É f(x) → 0 ÐÒÉ x → ∞, ÔÏ F (f^′) = 2ßi˘F (f). åÓÌÉ f : U (1) → C | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ c_n(f^′) = 2ßinc_n(f). åÓÌÉ f : R → C | ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ g(x) = 2ßixf(x) ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ, ÔÏ F (g) = −^d_{d˘} F (f).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. F (f^′)(˘) = ∫ Rf^′(x)e^{−2ßi˘x} dx. ðÏÓËÏÌØËÕ f(x) → 0 ÐÒÉ x → ∞, ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ ÄÁÅÔ F (f^′)(˘) = 2ßi˘ ∫ Rf(x)e^{−2ßi˘x} dx = 2ßi˘F (f)(˘). œÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ^{e2ßi¯x−e2ßi˘x}_{¯−˘} → 2ßixe^{2ßi˘x} ÐÒÉ ¯ → ˘ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁ ÐÏ x ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ K ⊂ R. óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,^d_{d˘}

∫_b a f(x)e^{−2ßi˘x} dx =

∫_b a f(x)^d_{d˘} e^{−2ßi˘x} dx ÄÌÑ ŒÓÅÈ a; b ∈ R. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ a → −∞, b → +∞, ÐÏÌÕÞÁÅÍ^d_{d˘} ∫ Rf(x)e^{−2ßi˘x} dx = ∫ R2ßixf(x)e^{−2ßi˘x} dx, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. □

ïÂÏÚÎÁÞÁÑ D ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ, Á M | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ 2ßix, ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÅ 1 ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ R → C Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ F D = M F É F M = −DF . ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ŒÅÒÎÏ ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ U (1) → C , ÅÓÌÉ M ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_n Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 2ßina_n.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f : R → C ÉÍÅÅÔ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ k ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏ F (f)(˘) = O( |˘|^{−k}) ÐÒÉ ˘ → ∞. åÓÌÉ f(x) = O( |x|^{−k−2}) ÐÒÉ x → ∞, ÔÏ F (f) ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ k ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ f ÄŒÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É f^′ = O( |x|^{−k−2}) É f^{′′} = O( |x|^{−k−2}) ÐÒÉ x → ∞, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ F (f) ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ k ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ M^kF (f) = (−1)^kF (D^kf), ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏ- ÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ f; Df; D^2f; : : : ; D^kf. œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÆÕÎËÃÉÑ F (D^kf) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ |F (f)(˘)| ≤ const: |˘|^{−k}.

åÓÌÉ f(x) = O( |x|^{−k−2}) ÐÒÉ x → ∞, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ M^kf ÅÓÔØ O(1=x^2) ÐÒÉ x → ∞ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÍ- ÍÉÒÕÅÍÁ. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ D^kF (f) = (−1)^kF (M^kf), ÏÔËÕÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÆÕÎËÃÉÑ D^kF (f) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ p ≤ k ÉÍÅÅÍ ∫ R|D^pF (f)(˘)| d˘ ≤ max_{˘∈R} ( (1 + ˘^2) |D^pF (f)(˘)| ) ∫_{+∞} −∞ d˘ 1+˘^2 = ßF ((−1)

p(M^pf +^1_{4ß2}^{d2}_{dx2} M^pf)) ¡ ∞ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÆÕÎËÃÉÑ M^pf ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ, Á ÆÕÎËÃÉÑ^{d2}_{dx2} M^pf ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ M^qf, M^qf^′ É M^qf^{′′} Ó q ≤ p | ŒÓÅ ÏÎÉ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ D^pF (f) ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. åÓÌÉ f ∈ C^∞(R) É f(x) = o(x^{−k}) ÐÒÉ x → ∞ É ÌÀÂÏÍ k ∈ N, ÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ F (f) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. 1

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ Œ ÓÌÅÄÓÔŒÉÉ 1, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ E(R).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f : U (1) → C ÉÍÅÅÔ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ k ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏ c_n = O(n^{−k}) ÐÒÉ n → ∞, ÇÄÅ {c_n} = F (f). åÓÌÉ a_n = O(n^{−k−2}) ÐÒÉ n → ∞ (k ≥ 2), ÔÏ F ({a_n}) = ∑ n a_nz^n : U (1) → C | ÆÕÎËÃÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ k ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f(z)^{def}= F ({a_n}) = ∑ n a_{−n}z^n É g(z)^{def}= − ∑ n na_{−n}z^{n−1} (ÒÑÄ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÓÈÏÄÉÔÓÑ). éÍÅÅÍ | | |^{f(z)−f(z0 )}

z−z_0 − g(z0) | | | ≤ ∑ n |a_{−n}| | | |^{zn −zn0}_{z−z0} − nz^{n−1}_0 | | | = ∑ n n |a_{−n}| |¸^{n−1}_n − z^{n−1}_0 | ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ; ÚÄÅÓØ

¸_n ∈ [z_0; z]. ðÏÓËÏÌØËÕ |¸^{n−1}_n − z^{n−1}_0 | ≤ n |z − z_0|, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ z → z_0; ÏÔÓÀÄÁ g(z) = f^′(z). éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ k ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ. □

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ {a_n} ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ a_n = o(n^{−k}) ÐÒÉ n → ±∞ É ÌÀÂÏÍ k ∈ N, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ˙(Z).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C^∞(U (1)) É ˙(Z) ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ.

ðÕÓÔØ f : G → C | ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ. æÕÎËÃÉÑ ~F (f)(Ø)^{def}= F (f)(Ø) ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ^G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÏÔ f. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 É 3 É ÉÈ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ŒÅÒÎÙÍÉ É ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ. ðÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÔÁËÖÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ŒÅÒÎÙÍÉ, Á Œ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÎÕÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÙÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ: ~F (T [a]f)(Ø) = Ø(a) ~F (f)(Ø) É ~F (f) = T [] ~F (f). œÍÅÓÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ~F M = D ~F É ~F D = −M ~F (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ !), ŒÔÏÒÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ U (1) → C (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ ÔÅ ÖÅ ÕÓÌÏŒÉÑ).

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÑÍÏÅ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ E(R) → E(R), Á ÔÁËÖÅ C^∞(U (1)) ←→ ˙(Z).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E(R). óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1 É ÅÇÏ ÁÎÁÌÏÇÕ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ∘ ~F ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ M_x : E(R) → E(R) ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ x. ðÕÓÔØ a ∈ R É f_1(a) = f_2(a), ÇÄÅ f_1; f_2 ∈ E(R). ôÏÇÄÁ f_1(x) − f_2(x) = (x − a)g(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g ∈ E(R). ôÏÇÄÁ F ( ~F (f_1)) − F ( ~F (f_2)) = (x − a)F ( ~F (g)), ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ F ( ~F (f_1)) É F ( ~F (f_2)) Œ ÔÏÞËÅ a ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ F ( ~F (f))(a) ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ f(a). œ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’ : R → C , ÞÔÏ F ( ~F (f))(a) = ’(a)f(a). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, F ∘ ~F = M_’.

œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ∘ ~F = M_’ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ D : E(R) → E(R). ðÏÓËÏÌØËÕ DM_’ − M_’D = M_’′ , ÉÍÅÅÍ ’^′ ≡ 0, ÔÏ ÅÓÔØ F ∘ ~F ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÅÇÏ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = e^{−x2 =2}, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 2 ÌÅËÃÉÉ 10), ÞÔÏ ÜÔÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÒÁŒÎÁ 1. äÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ~F ∘ F ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÏÅ ÖÅ. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C^∞(U (1)). óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1 É ÅÇÏ ÁÎÁÌÏÇÕ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ∘ ~F ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ D : C^∞(U (1)) → C^∞(U (1)), Á ÔÁËÖÅ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ M ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ e^{2ßix}. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ËÁË Œ ÓÌÕÞÁÅ E(R). □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ˙(Z). òÅÚÕÌØÔÁÔ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ C^∞(U (1)) É ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3. ðÕÓÔØ f_1; f_2 ∈ E(R), C^∞(U (1)) ÉÌÉ ˙(Z). ôÏÇÄÁ F (f_1f_2) = F (f_1) ∗ F (f_2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f_1 = ~F (g_1), f_2 = ~F (g_2), ÔÏÇÄÁ f_1f_2 = ~F (g_1 ∗ g_2) (ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, F (f_1f_2) = g_1 ∗ g_2 = F (f_1) ∗ F (f_2). □

œŒÅÄÅÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ E(R), C^∞(U (1)) É ˙(Z) ÎÏÒÍÕ L_2 ÆÏÒÍÕÌÏÊ ‖f ‖^2 = (f; f), ÇÄÅ (f; g)^{def}= ∫ f(x)g(x) dx.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ‖f‖^2 = ∫ |f(x)|^2 dx. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ (f; g) | ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ E(R), ˙(Z) É C^∞(U (1)) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÎÏÒÍÕ L_2: ‖f‖ = ‖F (f)‖.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 3, F ( |f|^2) = F (ff ) = F (f) ∗ F (f ). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ‖f‖^2 = F ( |f|^2)(0). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, F (f)(˘) = F (−˘), ÏÔËÕÄÁ (F (f) ∗ F (f))(0) = ∫ G F (f)(˘)F (f)(˘) d˘ = ‖F (f)‖^2. □