íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôò

ìåëãéñ 2

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. óŒÏÊÓÔŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. ëÒÉÔÅÒÉÊ òÉÍÁÎÁ.

îÁÚÏŒÅÍ (ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍ) ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏÍ Œ R^n ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ˝ ŒÉÄÁ (a_1; b_1) × · · · × (a_n; b_n); ÅÇÏ ÏÂSSÅÍ ÒÁŒÅÎ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, vol(˝) = (b_1 − a_1) : : : (b_n − a_n). çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ R^n | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÌÅÂÅÇÏŒÏÊ) ÍÅÒÙ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ ˝_1; ˝_2; : : : ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ A ⊂ ⋃ i ˝_i É ∑ i vol(˝_i) ¡ ”.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. óŒÏÊÓÔŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ:

1) ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. 2) ëÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. 3) íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óŒÏÊÓÔŒÏ 1 ÏÞÅŒÉÄÎÏ. äÏËÁÖÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏ 2: ÐÕÓÔØ A_1; : : : ; A_n; : : : | ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ, É ” ¿ 0. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; 2; : : : ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ Ó ÓÕÍÍÁÒÎÙÍ ÏÂSSÅÍÏÍ ÍÅÎØÛÅ ”=2^i, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_i. ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÎÁÂÏÒÏŒ | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÊ ⋃ i A_i É ÉÍÅÀÝÉÊ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ÏÂSSÅÍ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ∑_∞ i=1 ”=2^i = ”.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 3 ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ ˝ =

⋃_N

i=1 ˝_i, ÇÄÅ ˝ É ˝_i | ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÙ. ôÏÇÄÁ

∑_N i=1 vol ˝_i ≥ vol ˝.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ˝ = (a_1; b_1)×· · ·×(a_n; b_n) É ˝_i = (a^{(i)}_1 ; b^{(i)}_1 )×· · ·×(a^{(i)}n ; b^{(i)}n ). òÁÓÐÏÌÏÖÉÍ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ a^{(i)}_1 É b^{(i)}_1 , i = 1; : : :; N , Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ | ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ p^{(1)}_1 ; : : :; p^{(M1)}_1 ÏÔÒÅÚËÁ [a_1; b_1] (ÚÄÅÓØ M_1 ≤ 2N ); ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ p^{(1)}_k ; : : : ; p^{(Mk)}_k ÏÔÒÅÚËÏŒ [a_k; b_k] ÐÒÉ ŒÓÅÈ k = 2; : : : ; n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÏŒÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ P_{s1;:::;sn} = (p^{(s1)}_1 ; p^{(s1+1)}_1 )×(p^{(sn)}n ; p^{(sn+1)}n ), ÇÄÅ ÎÁÂÏÒ ÉÎÄÅËÓÏŒ s = (s_1; : : : ; s_n) ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ˚ (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÒÏŒÅÌÉ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ ÞÅÒÅÚ ŒÓÅ ÇÒÁÎÉ ŒÓÅÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ ˝_i; ÔÅÐÅÒØ P_{s1;:::;sn} | ÞÁÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÒÁÚÂÉÌÁ ˝). éÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ∑ s vol(P_s) = vol ˝. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁÖÄÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ˝_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ P_s, ÇÄÅ ÉÎÄÅËÓ s ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ˚_i. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ∑ s∈�_i vol(Ps) = vol ˝i.

ðÏÓËÏÌØËÕ ˝ = ⋃ i ˝_i, ÉÍÅÅÍ ⋃ i ˚_i = ˚, ÏÔËÕÄÁ

∑_N

i=1 vol ˝_i =

∑_N i=1 ∑ s∈�_i vol Ps ≥ ∑ s∈� vol P_s = vol ˝. □

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A ⊂ R^n | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ, É B ⊂ A ÏÔËÒÙÔÏ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÕÂ Q ⊂ B. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ 1 Q | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÁÒÁÌ- ÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ ˝_i ÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÍ ÓÕÍÍÁÒÎÙÍ ÏÂSSÅÍÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÕÂ ËÏÍÐÁËÔ, Á ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÙ ÏÔËÒÙÔÙ, ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÊ | ÎÏ ÔÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÏÂSSÅÍÏŒ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ vol Q; ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. □

ðÒÉÍÅÒ 1. ôÏÞËÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ 2, ÌÀÂÏÅ ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ R^n ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q ⊂ R ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A = [0; 1] \ Q ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ | Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ ÉÍÅÌ ÂÙ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1] = A ∪ (Q ∩ [0; 1]), Á ÜÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÓŒÏÊÓÔŒÕ 3.

ðÒÉÍÅÒ 2. ëÁÎÔÏÒÏŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ K ⊂ [0; 1] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ K_1 ⊃ K_2 ⊃ : : : , ÇÄÅ K_1 = [0; 1=3] ∪ [2=3; 1], K_2 = [0; 1=9] ∪ [2=9; 1=3] ∪ [2=3; 7=9] ∪ [8=9; 1], É Ô.Ä. ëÁÖÄÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ K_i ÜÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ 2^i ÏÔÒÅÚËÏŒ ÏÂÝÅÊ ÄÌÉÎÏÊ (2=3)^i | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÏÂÝÅÊ ÄÌÉÎÙ (2=3)^i + ”_i ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ”_i ¿ 0. üÔÁ ÖÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ É K, Á ÅÅ ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÄÌÉÎÕ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ, ŒÙÂÉÒÁÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ i | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. üÔÏ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÓÞÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ.

ðÏÍÅÞÅÎÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ˝ = [a_1; b_1] × · · · × [a_n; b_n] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ a_k = p^{(k)}_0 ¡ p^{(k)}_1 ¡ · · · ¡ p^{(k)}_{Nk} = b_k ÄÌÑ ŒÓÅÈ k = 1; : : :; n É ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË ¸_s ∈ P_s, ÇÄÅ

P_s^{def}= P_{s1;:::;sn} = [p^{(1)}_{s1} ; p^{(1)}_{s1+1}] × · · · × [p^{(n)}_{sn} ; p^{(n)}_{sn+1}]. íÅÌËÏÓÔØÀ ÐÏÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ø ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ¯(ø ) = min_{1≤k≤n} min_{0≤s≤Nk−1}(p^{(k)}_{s+1} − p^{(k)}s ). éÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ äÁÒÂÕ ÆÕÎËÃÉÉ f : ˝ → R ÐÏ ÐÏÍÅÞÅÎÎÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ø ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ I(f; ø ) = ∑ s f(¸_s) vol(P_s). œÅÒÈÎÑÑ ÓÕÍÍÁ äÁÒÂÕ —I(f; ø ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ I(f; ø ) ÐÏ ŒÓÅÍ ŒÙÂÏÒÁÍ ÐÏÍÅÔÏË ¸_s; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ | ÎÉÖÎÑÑ ÓÕÍÍÁ äÁÒÂÕ I(f; ø ). éÎÔÅÇÒÁÌÏÍ òÉÍÁÎÁ ∫ � f(x) dx ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌ lim_{¯(ø)→0} I(f; ø ). 1

ôÅÏÒÅÍÁ 2. éÎÔÅÇÒÁÌ ∫ � f(x) dx ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÅÅ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙŒÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ: |f(x)| ≤ M , É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÅÅ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙŒÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ. îÁÚÏŒÅÍ ËÏÌÅÂÁÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ x ∈ ˝ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ˘(x) = inf_{Q∋x} sup_{a;b∈Q} |f(a) − f(b)|, ÇÄÅ Q | ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ (ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ x); ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ˘(x) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÔÏÞËÅ x.

ìÅÍÍÁ 2. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ”_0 ¿ 0 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_{”0} = {x ∈ ˝ | ˘(x) ≥ ”_0} ÚÁÍËÎÕÔÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ x | ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ A_{”0} . ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÉÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ Q ∋ x ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ y ∈ A_{”0} , ÏÔËÕÄÁ sup_{a;b∈Q} |f(a) − f(b)| ≥ ”_0. ðÏÓËÏÌØËÕ Q ÐÒÏÉÚŒÏÌÅÎ, ˘(x) ≥ ”_0, ÔÏ ÅÓÔØ x ∈ A_{”0} . □

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ” ¿ 0 É ŒÙÂÅÒÅÍ ”_0 ¡ ”=(2 vol(˝)). íÎÏÖÅÓÔŒÏ A_{”0} ËÏÍÐÁËÔÎÏ (ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2) É ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1, ÓŒÏÊÓÔŒÏ 1) | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ P_1; : : : ; P_N ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ”=(4M ). äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ˝\(P_1 ∪· · ·∪P_N ) | ËÏÍÐÁËÔ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË x ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ˘(x) ¡ ”_0. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ffi, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x; y ∈ ˝\(P_1∪· · ·∪P_N ) É |x − y| ¡ ffi, ÔÏ |f(x) − f(y)| ¡ ”_0. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË: ÉÍÅÀÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x_n; y_n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ |f(x) − f(y)| ≥ ”_0 É |x − y| ¡ 1=n. œ ÓÉÌÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÐÒÅÄÅÌ a ∈ ˝ \ (P_1 ∪ · · · ∪ P_N ). îÏ ÔÏÇÄÁ ˘(a) ≥ ”_0, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÄŒÁ ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ø_1, ø_2, ÍÅÌËÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ ffi. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ø , ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÒÁÚÂÉŒÁÅÔ ËÁË ø_1, ÔÁË É ø_2 (ÏÔÓÀÄÁ ¯(ø ) ¡ ffi) É ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ P_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ø . þÁÓÔÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ø ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Q_s. ôÏÇÄÁ |I(f; ø_1) − I(f; ø_2)| ≤ —I(f; ø ) − I(f; ø ) = ∑ s(sup_{x∈Qs} f(x) − inf_{x∈Qs} f(x)) vol(Q_s) = ∑ 1 + ∑ 2, ÇÄÅ ÐÅÒŒÁÑ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁÍ Q_s, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÓÑ Ó P_1; : : : ; P_N , Á ŒÔÏÒÁÑ | ÐÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁÍ Q_s, ÌÅÖÁÝÉÍ ŒÎÕÔÒÉ P_1; : : :; P_N . óÏÇÌÁÓÎÏ ŒÙÂÏÒÕ ffi ÉÍÅÅÍ ∑ 1 ≤ ”_0 vol(˝) ¡ ”=2, Á ÓÏÇÌÁÓÎÏ ŒÙÂÏÒÕ ÐÏËÒÙÔÉÑ P_1; : : : ; P_N ÉÍÅÅÍ ∑ 2 ≤ 2M^”_{4M} ¡ ”=2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, |I(f; ø_1) − I(f; ø_2)| ¡ ”, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ø → I(f; ø ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÐÒÉ ¯(ø ) → 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ | ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ∫ � f(x) dx ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. ôÏÇÄÁ lim_{¯(ø)→0} —I(f; ø ) − I(f; ø ) = 0. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ | Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ —I(f; ø ) = +∞ ÉÌÉ I(f; ø ) = −∞. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ”_0 ¿ 0. éÍÅÅÍ —I(f; ø ) − I(f; ø ) = ∑ s(sup_{x∈Qs} f(x) − inf_{x∈Qs} f(x)) vol(Q_s) ≥ ”_0 ∑ s:Q_s∩A_{”0} ≠∅ vol(Qs), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ

ÏÂSSÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ Q_s, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Ó A_{”0} , ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ”_0 ¿ 0 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_{”0} ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÅÒÕ ÎÕÌØ ÉÍÅÅÔ É ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙŒÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÅÓÔØ ÓÞÅÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ⋃_∞ k=0 A_{1=2}k . □

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S ⊂ R^n ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ∫ S f(x) dx = ∫ � f(x)Ø_S (x) dx, ÇÄÅ ˝ | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ S, Á Ø_S (x) = 1 ÐÒÉ x ∈ S É Ø_S (x) = 0 ÐÒÉ x =∈ S. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ˝ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ. œÅÌÉÞÉÎÁ vol(S)^{def}= ∫ S 1 dx ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂSSÅÍÏÍ (ÉÌÉ ÖÏÒ- ÄÁÎÏŒÏÊ ÍÅÒÏÊ) S. ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ Q (Ó ÒÅÂÒÁÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÏÂSSÅÍ vol(Q) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ.