íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôò

ìåëãéñ 3

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. úÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ Q(v_1; : : : ; v_n) | ËÏÓÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, ÎÁÔÑÎÕÔÙÊ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ v_1 = (v_{11}; : : :; v_{1n}); : : : ; v_n = (v_{n1}; : : : ; v_{nn}). ôÏÇÄÁ vol(Q(v_1; : : :; v_n)) = |det(v_{ij} )|.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ

ìÅÍÍÁ 1 (ÐÒÉÎÃÉÐ ëÁŒÁÌØÅÒÉ ÄÌÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ). ðÕÓÔØ Q_1; Q_2 ⊂ R^n | ËÏÓÙÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÙ É ‘_0 ⊂ R^n | ÐÒÑÍÁÑ. åÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ‘ ⊂ R^n, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ‘_0, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ‘ ∩ Q_1 É ‘ ∩ Q_2 | ÏÔÒÅÚËÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÔÏ vol(Q_1) = vol(Q_2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ Q_1 É Q_2 ÌÅÖÁÔ ŒÎÕÔÒÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅ- ÄÁ ˝. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ø ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ˝ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ P (s_1; : : : ; s_n) ÏÄÉÎÁËÏŒÙ É ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ‘_0 (ÅÓÌÉ ‘_0 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏÓÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÅ ÎÕÖÎÏ). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ø ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ- ÃÅÐÏÞËÉ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÏÄÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÅ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ (ÅÓÌÉ ‘_0 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ ŒÍÅÓÔÏ ÃÅÐÏÞÅË ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÔÏÌÂÉËÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÔÏÊ ÖÅ ÏÓÉ).

ðÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÕÍÍÙ äÁÒÂÕ I(f; ø ) ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ŒÓÅÍ s_1; : : : ; s_n ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ Œ ÄŒÁ ÜÔÁÐÁ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ÏÄÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÅ, Á ÐÏÔÏÍ | ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÃÅÐÏÞÅË. ôÏÇÄÁ Œ ÓÕÍÍÁÈ äÁÒÂÕ I(Ø_{Q1} ; ø ) É I(Ø_{Q2} ; ø ) ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÕÍÍÙ (ÐÏ ÃÅÐÏÞËÅ) ÂÕÄÕÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÎÁ ÄŒÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÞÁÓÔÑÍ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÓÑ Ó ÇÒÁÎÉÃÅÊ Q_1 É Q_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, |I(Ø_{Q1} ; ø ) − I(Ø_{Q2} ; ø )| ≤ ∑ s:P (s)∩(@Q_1∪@Q_2 )≠∅ vol(P (s)), ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÎÉÃÙ @Q1 É @Q2 ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ

ÉÍÅÀÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ ¯(ø ) → 0, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1. éÚ ÌÅÍÍÙ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ vol(Q(v_1; : : : ; v_n)) = vol(Q(v_1; : : : ; v_n + ffv_i)) ÐÒÉ ŒÓÅÈ ff ∈ R É ŒÓÅÈ i = 1; : : : ; n. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, vol(Q(v_1; : : :; v_n)) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ (v_{ij} ). ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÒÉ ÜÔÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. üÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÕ (v_{ij}) Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ | ÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉ- ÐÅÄ Q ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍ (Ó ÒÅÂÒÁÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). äÌÑ ÔÁËÉÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ vol(Q(v_1; : : : ; v_n)) = |det(v_{ij} )| ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂSSÅÍÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ïÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ ÐÒÉ ÇÌÁÄËÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ F : R^n → R^n ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ A ⊂ R^n | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. ëÁÖÄÏÅ ÍÎÖÅÓÔŒÏ ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ: A ⊂ ˝, ÇÄÅ ˝ | ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ. ðÏËÒÏÅÍ A ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ⋃ i P_i ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ ÏÂÝÅÇÏ ÏÂSSÅÍÁ ¡ ”; ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÒÅÂÒÏ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ffi. œÙÂÅÒÅÍ Œ ËÁÖÄÏÍ P_i ÏÄÎÕ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎ, ÎÁÚÏŒÅÍ ÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ O_i.

ðÕÓÔØ F : ˝ → R^n | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É ˘(x)^{def}= F (O_i) + F^′(O_i)(x − O_i) | ÅÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ôÅÊ- ÌÏÒÁ ÐÏÒÑÄËÁ 1 Œ ÔÏÞËÅ O_i. íÎÏÖÅÓÔŒÏ Q_i^{def}= ˘(P_i) | ËÏÓÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÔÏÞËÕ F (O_i) ÓŒÏÅÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ É ÎÁÔÑÎÕÔÙÊ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ F^′(O_i)v_1; : : : ; F^′(O_i)v_n, ÇÄÅ v_1; : : : ; v_n | ŒÅËÔÏÒÙ ÒÅÂÅÒ P_i (ÐÁÒÁÌÌÅÌØ- ÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÏÓÑÍ). œ ÓÉÌÕ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ F (x) ∈ F (P_i) ÏÔÓÔÏÉÔ ÏÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÔÏÞËÉ ˘(x) ∈ Q_i ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ o(ffi) (ÐÒÉ ffi → 0). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ff_i(ffi), ÞÔÏ lim_{ffi→0} ff_i(ffi) = 1 É F (P_i) ⊂ ff_i(ffi)Q_i, ÇÄÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Q_i ÎÁ ÞÉÓÌÏ ff_i(ffi) ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ Q_i Œ ff_i(ffi) ÒÁÚ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÕ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓÔÁÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÏ i, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÙÂÒÁÔØ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ff_i(ffi) ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ.

ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ F (A) ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÆÉÇÕÒ ff_i(ffi)Q_i, ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ÏÂSSÅÍ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÅÎ ff(ffi) ∑ i vol(Q_i), ÇÄÅ ff(ffi) → 1 ÐÒÉ ffi → 0 | Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ff(ffi) ≤ 2. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1, vol Q_i = vol P_i |det F^′(O_i)|. œ ÓÉÌÕ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ F É ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ˝ ÆÕÎËÃÉÑ |det F^′(x)| ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ M | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, vol Q_i ≤ M vol P_i. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, F (A) ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÊ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÍ ÓÕÍÍÁÒÎÙÍ ÏÂSSÅÍÏÍ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, F (A) ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. 1

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ S_1; S_2 ⊂ R^n | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, É S_1 ∩ S_2 | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. ôÏÇÄÁ ∫ S_1 ∪S_2 f(x) dx = ∫ S_1 f(x) dx + ∫ S_2 f(x) dx, ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ÞÔÏ ÌÉÂÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÌÉÂÏ ÏÂÁ

ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. æÕÎËÃÉÑ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ S_1 ∪ S_2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ S_1 É S_2. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙŒÁ ÆÕÎËÃÉÉ Ø_{S1∪S2} f ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S_1 ∩ S_2 É ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙŒÁ ÆÕÎËÃÉÊ Ø_{S1} f É Ø_{S2} f. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÂÏÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ Œ ÐÒÁŒÏÊ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÏ ËÒÉÔÅÒÉÀ òÉÍÁÎÁ.

æÕÎËÃÉÑ ’ = Ø_{S1 ∪S2} f − Ø_{S1} f − Ø_{S2} f ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ S_1 ∩ S_2 ÍÅÒÙ ÎÕÌØ | ÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ∫ � ’(x) dx = 0, ÇÄÅ ˝ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ S_1 ∪ S_2, ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. åÓÌÉ S_1 ∩ S_2 | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ, ÔÏ vol(S_1 ∪ S_2) = vol(S_1) + vol(S_2), ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ÞÔÏ ÌÉÂÏ ÏÂSSÅÍ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÉÂÏ ÏÂÁ ÏÂSSÅÍÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ˝ ⊂ R^n | ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, F : R^n → R^n | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ F |_� | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ˝ → F (˝), Á f : R^n → R | ÆÕÎËÃÉÑ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÐÏ òÉÍÁÎÕ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ F (˝). ôÏÇÄÁ ∫ F (�) f(y) dy = ∫ � f(F (x)) |det F^′(x)| dx.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ F^{−1} | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÆÕÎËÃÉÑ f = F^{−1} ∘ F ∘ f ÉÍÅÅÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÐÏ òÉÍÁÎÕ.

ðÕÓÔØ ø | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ˝, É ¯(ø ) ¡ ffi. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÉÍÅÅÍ ∫ P_i ’(x) dx = ’(Oi) vol(Pi) + o(ffi

n), ffi → 0, ÇÄÅ P_i | ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ø , Á O_i | ÏÄÎÁ ÉÚ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ.

ðÏÓËÏÌØËÕ F |_� : ˝ → F (˝) | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, F (˝) = ⋃ i F (P_i), ÐÒÉÞÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F (P_i) ÐÅ- ÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2, ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. ïÔÓÀÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3, ∫ F (�) f(y) dy = ∑ i ∫ F (P_i ) f(y) dy. ðÕÓÔØ Oi | ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ŒÅÒÛÉÎÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ Pi; ÔÏÇÄÁ | | ∫ F (P_i ) f(y) dy − f(F (Oi)) vol(F (Pi)) | | ≤ ˘_i vol(F (P_i)), ÇÄÅ ˘_i^{def}= sup_{a;b∈F (Pi)} |f(a) − f(b)|.

ðÕÓÔØ F_i(x) = F (O_i) + F^′(O_i)(x − O_i) | ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÏÒÑÄËÁ 1 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F Œ ÔÏÞËÅ O_i, É Q_i = F_i(P_i) (ËÏÓÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ). ôÏÇÄÁ, ËÁË É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2, F (P_i) ⊂ ff_i(ffi)(Q_i) É Q_i ⊂ fi_i(ffi)F (P_i), ÇÄÅ ff_i(ffi); fi_i(ffi) → 1 ÐÒÉ ffi → 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, vol(F (P_i)) = vol(Q_i) + o(ffi^n) ÐÒÉ ffi → 0, ÐÒÉÞÅÍ o(·) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ i (ÐÏÞÅÍÕ ?). äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ ˝ ÏÂSSÅÍÁ ÍÅÎØÛÅ ”, ÞÔÏ ˘_i → 0 ÐÒÉ ffi → 0 ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ i ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ P_i, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Ó U (ÓÒ. ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ òÉÍÁÎÁ Œ ÌÅËÃÉÉ 2). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ffi → 0 Í ŒÓÑËÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ P_i ÉÍÅÅÍ ∫ F (P_i ) f(y) dy = f(Oi) vol(F (Pi)) + o(ffi

n) = f(F (O_i)) |det F^′(O_i)| vol(P_i) + o(ffi^n) (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1), ÇÄÅ o(·), ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ i.

âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÒÅÂÒÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ P_i ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ ÏÔ ffi=2 ÄÏ ffi. ôÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÞÁÓÔÅÊ Œ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÅÓÔØ O(1=ffi^n). ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÞÁÓÔÅÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ˘_i ↛ 0, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÍÁÌÙÍ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂSSÅÍ U ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÍ). ïÔÓÀÄÁ ÉÍÅÅÍ ∫ F (�) f(y) dy = ∑ i f(F (O_i)) |det F^′(O_i)| vol(P_i) + o(1) ÐÒÉ ffi → 0. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ ffi → 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ïÂSSÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ (ÄŒÉÖÅÎÉÑÈ R^n).

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ F (x) = Ax + b, ÇÄÅ AA^T = I, ÉÍÅÅÍ F^′(x) = A É det F^′(x) = ±1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x. œÅÒÈÎÅÊ ÍÅÒÏÊ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ¯^∗(A)^{def}= inf ∑ i vol(Q_i), ÇÄÅ Q_i | ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÙ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ Q_i ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ A ⊂ ⋃ i Q_i.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4 (ÓÞÅÔÎÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ ŒÅÒÈÎÅÊ ÍÅÒÙ). åÓÌÉ A ⊂ ⋃_∞ n=1 A_n, ÔÏ ¯^∗(A) ≤ ∑_∞ n=1 ¯^∗(A_n).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ” ¿ 0 É ÐÏËÒÏÅÍ A_n ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ ÓÕÍÍÁÒÎÙÍ ÏÂSSÅÍÏÍ ÍÅÎØÛÅ ¯^∗(A_n) + ”=2^n. ôÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ÏÂSSÅÍ ŒÓÅÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔØ ∑_∞ n=1 ¯^∗(A_n) + ”, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁŒÎÅÓÔŒÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ (vol(A) = ∫ � Ø_A(x) dx ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÇÄÅ˝ | ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ A ⇔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ É ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÁ @A ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ), ÔÏ ¯^∗(A) = vol(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ A ⊂ ⋃ i Q_i; ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ Q_i ⊂ ˝. ôÏÇÄÁ Ø_A(x) ≤ ∑ i Ø_{Qi} (x). éÎÔÅÇÒÉ- ÒÕÑ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÏ ˝ ÐÏÌÕÞÁÅÍ vol(A) ≤ ∑ i vol(Q_i), ÏÔËÕÄÁ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÔÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ vol(A) ≤ ¯^∗(A).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ∫ � Ø_A(x) dx ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ Q_i ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ A ⊂ ⋃ i Q_i É ∑ i vol(Q_i) ≤ vol(A) + ” | ÎÕÖÎÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ Q_i ŒÚÑÔØ ÎÁÂÏÒ ÞÁÓÔÅÊ ÌÀÂÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÅÌËÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ˝. ïÔÓÀÄÁ ¯^∗(A) ≤ vol(A), ÔÏ ÅÓÔØ ¯^∗(A) = vol(A).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ¯^∗(A) = 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. œÅÒÈÎÑÑ ÍÅÒÁ ËÏÎÅÞÎÁ Õ ÌÀÂÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ïÄÎÁËÏ Õ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ÏÎÁ ÔÏÖÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÏÎÅÞÎÏÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ A = ⋃ n∈N[n; n + 1=n^2] ⊂ R, ÔÏ ¯^∗(A) = ∑_∞ n=1 1=n^2 = ß^2=6.