íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôò

ìåëãéñ 4

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. éÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

òÁÚÏÂØÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÙ: R = ⨆ i ˝_i.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ ˝_i ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ⊂ ˝_i, ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ¯^∗(A´B) ¡ ”, ÇÄÅ ´ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚÎÏÓÔØ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ∩ ˝_i ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ.

åÓÌÉ Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÌÏŒÁ \ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ" ÎÁ \ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏ- ÕÇÏÌØÎÙÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ", ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ | ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5 ÌÅËÃÉÉ 3. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ R^n ÎÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÙ.

åÓÌÉ A ⊂ ˝_i | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ, ÔÏ ¯^∗(A) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ¯(A). äÌÑ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ R^n ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ¯(A)^{def}= ∑ i ¯(A ∩ ˝_i) ∈ R∪ {+∞}.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ëÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, Á ÔÁËÖÅ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ, ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ. åÓÌÉ A = ⋃_∞ n=1 A_n, ÇÄÅ ŒÓÅ A_n ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ É ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁ- ÀÔÓÑ, ÔÏ ¯(A) = ∑_∞ n=1 ¯(A_n).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÏÎÅÞÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ É ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ, ÉÚ- ÍÅÒÉÍÙ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ËÒÉÔÅÒÉÑ òÉÍÁÎÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2 ÌÅËÃÉÉ 2). ïÞÅŒÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, Ô.Å. ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ A ⊂ ˝, ÇÄÅ ˝ | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ.

ðÕÓÔØ A_1; A_2 ⊂ ˝ ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ. œÙÂÅÒÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B_1; B_2, ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ¯^∗(A_i´B_i) ¡ ”. ôÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ (A_1 ∪ A_2)´(B_1 ∪ B_2) ⊂ (A_1´B_1) ∪ (A_2´B_2) É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ŒÅÒÈÎÅÊ ÍÅÒÙ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4 ÌÅËÃÉÉ 3) ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ¯^∗((A_1 ∪ A_2)´(B_1 ∪ B_2)) ¡ 2”. ðÏÓËÏÌØËÕ ” ¿ 0 ÐÒÏÉÚŒÏÌÅÎ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_1 ∪ A_2 ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÔÁËÖÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ÐÒÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ

ìÅÍÍÁ 1. |¯^∗(A) − ¯^∗(B)| ≤ ¯^∗(A´B).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ A ⊂ B ∪ (A´B) É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ŒÅÒÈÎÅÊ ÍÅÒÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ¯^∗(A) ≤ ¯^∗(B) + ¯^∗(A´B). íÅÎÑÑ ÍÅÓÔÁÍÉ A É B, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ¯(A_1 ⊔ A_2) = ¯(A_1) + ¯(A_2). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B_1, B_2, ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ¯^∗(A_i´B_i) ≤ ” ÐÒÉ i = 1; 2. éÚ ÌÅÍÍÙ 1 ŒÙÔÅËÁÀÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ |¯(A_1) − ¯(B_1)| ¡ ” É |¯(A_2) − ¯(B_2)| ¡ ”, Á ÉÚ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ (A_1 ⊔ A_2)´(B_1 ∪ B_2) ⊂ (A_1´B_1)∪(A_1´B_1), ÌÅÍÍÙ 1 É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ŒÅÒÈÎÅÊ ÍÅÒÙ | ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |¯(A_1 ⊔ A_2) − ¯(B_1 ∪ B_2)| ¡ 2”. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, B_1 ∩ B_2 ⊂ (A_1´B_1) ∪ (A_2´B_2), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_1 É A_2 ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÏÔËÕÄÁ ¯(B_1 ∩ B_2) ¡ 2” Œ ÓÉÌÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ.

íÎÏÖÅÓÔŒÁ B_1 É B_2 ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ, É ÄÌÑ ÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Ø_{B1∪B2} = Ø_{B1} + Ø_{B2} − Ø_{B1 ∩B2} . éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂSSÅÍÁ (ÍÅÒÙ öÏÒÄÁÎÁ) É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5 ÌÅËÃÉÉ 3 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ¯(B_1 ∪ B_2) = ¯(B_1) + ¯(B_2) − ¯(B_1 ∩ B_2), ÏÔËÕÄÁ |¯(B_1 ∪ B_2) − ¯(B_1) − ¯(B_2)| ¡ 2”. óËÌÁÄÙŒÁÑ ŒÙÐÉÓÁÎÎÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ |¯(A_1 ⊔ A_2) − ¯(A_1) − ¯(A_2)| ¡ 6” ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ ” ¿ 0 | ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÄÏËÁÚÁÎÁ; ÉÚ ÎÅÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A_1; : : : ; A_n; : : : ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ. ðÏÌÏÖÉÍ A^′_1 = A_1, A^′_2 = A_2 \ A_1, A^′_3 = A_3 \ (A_1 ∪ A_2), É Ô.Ä. ëÁË ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A^′_i ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ. íÎÏÖÅÓÔŒÁ A^′_i ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ; ÏÔÓÀÄÁ É ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ

∑_N n=1 ¯(A^′_n) = ¯(A_n). ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_n ÌÅÖÁÔ Œ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÅ ˝, ÉÍÅÅÍ ¯(A_n) ¡ ¯(˝), ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑_∞ n=1 ¯(A^′_n) ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ” ¿ 0 É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÎÁÊÄÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B_n, ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ¯^∗(A^′_n´B_n) ¡ ”=2^n. ôÏÇÄÁ ¯(B_n) ¡ ¯(A^′_n) + ”=2^n, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑_∞ n=1 ¯(B_n) ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ N ÔÁ- ËÏŒÏ, ÞÔÏ ∑_∞ n=N+1 ¯(Bn) ¡ ”. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ~B = ⋃_∞ n=1 B_n É B =

⋃_N

n=1 B_n. ðÏÓËÏÌØËÕ A´B ⊂ (A´ ~B) ∪ 1

( ~B´B) ⊂ ⋃_∞ n=1(A^′_n´B_n) ∪ ⋃_∞ n=N+1 Bn, ÉÍÅÅÍ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ,¯

∗(A´B) ≤ ∑_∞ n=1 ¯^∗(A^′_n´B_n) + ∑_∞ n=N+1¯

∗(B_n) ≤ 2”. ðÏÓËÏÌØËÕ B ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ É ” ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ, A ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A = ⨆_∞ n=1 A_n. éÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ŒÅÒÈÎÅÊ ÍÅÒÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ¯(A) ≤ ∑_∞ n=1 ¯(A_n). éÚ ËÏ- ÎÅÞÎÏÊ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ¯(A) ≥

∑_N n=1 ¯(A_n), ÏÔËÕÄÁ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ¯(A) ≥ ∑_∞ n=1 ¯(A_n).

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ r ∈ Q ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ B_r (x). ðÏÓËÏÌØËÕ U ÏÔËÒÙÔÏ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ U ÎÁÊÄÅÔÓÑ % ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ B_%(y) ⊂ U . îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ x ∈ B_%(y) Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ É ÞÉÓÌÏ r ∈ Q ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ y ∈ B_r (x) ⊂ B_%(y). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, U = ⋃ x;r B_r (x), ÇÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ x ∈ U , ÉÍÅÀÝÉÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ É ŒÓÅÍ r ∈ Q ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ B_r(x) ⊂ U . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÞÅÔÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÛÁÒÏŒ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ ŒÓÑËÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ËÁË ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÏÔËÒÙÔÏÍÕ). ôÁËÖÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ ÓÞÅÔÎÙÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÓÞÅÔÎÙÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÒÉÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ [0; 1], ÎÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ f : [0; 1] → [0; 1], ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ f(x) = x + ff mod 1, ÇÄÅ ff =∈ Q. ïÒÂÉÔÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ f (Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÞÅË ˙_x^{def}= {f^k(x) | k ∈ Z} ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ x) | ÐÌÏÔÎÙÅ ÓÞÅÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x:y ∈ [0; 1] ÉÈ ÏÒÂÉÔÙ ˙_x; ˙_y ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

œÏÚØÍÅÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÏÒÂÉÔÙ ˙_x ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ; ÜÔÉ ÔÏÞËÉ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M . éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ M ∩ ˙_x ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÒÂÉÔÙ ˙_x ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ; ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ˙_x) | ÏÄÎÁ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ ŒÙÂÏÒÁ.

ðÕÓÔØ M ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ É ¯(M ) = s. íÎÏÖÅÓÔŒÁ f^k (M ) ⊂ [0; 1] ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ k ∈ ZÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ff =∈ Q. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ f ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÅÒÕ: ¯(f^k (M )) = s ÄÌÑ ŒÓÅÈ k. ðÏÓËÏÌØËÕ [0; 1] = ⋃ l f^k(M ), ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ ÓÉÌÕ ÓÞÅÔÎÏÊ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØÀ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ Œ ÓÌÕÞÁÅ s = 0 ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ¯([0; 1]) = 0, Á Œ ÓÌÕÞÁÅ s ¿ 0 ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ¯([0; 1]) = ∞ | ÏÂÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÅŒÅÒÎÙÅ.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ f_n : A → R, ÇÄÅ A | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f : A → R ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ⊂ A, ÞÔÏ ¯(A \ B) = 0 É f_n(x) → f(x) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ B.

æÕÎËÃÉÑ f : R^n → R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ∈ R ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ L_a^{def}= {x | f(x) ¡ a} ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏ- ÞÔÉ ŒÓÀÄÕ.

ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ f ÉÚÍÅÒÉÍÁ, ÔÏ f^2 É |f | ÉÚÍÅÒÉÍÙ; ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ˘ ∈ R ÆÕÎËÃÉÑ ˘f ÉÚÍÅÒÉÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

ìÅÍÍÁ 3. åÓÌÉ f_1 É f_2 ÉÚÍÅÒÉÍÙ, ÔÏ f_1 + f_2 ÉÚÍÅÒÉÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ∈ R É ŒÓÑËÏÇÏ r ∈ Q ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M_{a;r}^{def}= L_r (f_1) ∩ L_{a−r} (f_2) ÉÚÍÅÒÉÍÏ ËÁË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ L_a(f_1 +f_2) = ⋃ a∈QM_{a;r} ÉÚÍÅÒÉÍÏ ËÁË ÓÞÅÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ.

ìÅÍÍÁ 4. åÓÌÉ f_1 É f_2 ÉÚÍÅÒÉÍÙ, ÔÏ f_1f_2 É max(f_1; f_2) ÉÚÍÅÒÉÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. f_1f_2 = (f_1 + f_2)^2=4 − (f_1 − f_2)^2=4, ÔÁË ÞÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ f_1f_2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍ 2 É 3. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ max(f_1; f_2) Œ ÓÉÌÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ max(f_1; f_2) = (f_1 + f_2)=2 + |f_1 − f_2| =2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀ- ÄÕ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f_n ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. ôÏÇÄÁ L_a(f) = A^′ ∪ ⋂ n L_n(f), ÇÄÅ A^′ ⊂ A ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ L_a(f) ÉÚÍÅÒÉÍÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ f_n ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙŒÁÅÔ.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f_n ÆÕÎËÃÉÑ f_{nm}^{def}= max(f_n; : : :; f_m) ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 4. ðÏÓËÏÌØËÕ f_{n;m+1} ≥ f_{nm}, ÆÕÎËÃÉÑ F_n = lim_{m→∞} f_{nm} ÉÚÍÅÒÉÍÁ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, F_n ≥ F_{n+1}, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ F^{def}= lim_{n→∞} F_n ÉÚÍÅÒÉÍÁ. îÏ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, F = lim_{n→∞} f_n.