íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôò

ìåëãéñ 5

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ìÅÂÅÇÁ.

ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ A_1 ⊃ A_2 ⊃ : : : | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, É ¯(A_n) ¡ ∞ ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, ÔÏ ¯( ⋂ n A_n) = lim_{n→∞} ¯(A_n). åÓÌÉ A_1 ⊂ A_2 ⊂ : : : , ÔÏ ¯( ⋃ n A_n) = lim_{n→∞} ¯(A_n) (ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ

ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÍÏÖÅÔ ÓÔÏÑÔØ +∞).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ A = ⋂ n A_n; ÔÏÇÄÁ A_1 = A∪(A_1 \A_2)∪(A_2 \A_3)∪: : : , ÇÄÅ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ

ÞÁÓÔÉ ÉÚÍÅÒÉÍÙ É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ¯(A_1) = ¯(A) + ∑_∞ n=1 ¯(A_n \ A_{n+1}). ðÏÓËÏÌØËÕ A_{n+1} ⊂

A_n, ÉÍÅÅÍ ¯(A_n \ A_{n+1}) = ¯(A_n) − ¯(A_{n+1}), ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. œÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. □

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (åÇÏÒÏŒÁ). ðÕÓÔØ ˝ ⊂ R^n | ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, É f_n → f ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÎÁ ˝. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ

” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_” ⊂ ˝ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ¯(A_”) ¡ ” É f_n → f ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ˝ \ A_”.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ffi ¿ 0 É n ∈ N ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B_n(ffi) = {x ∈ ˝ | ∃k ≥ n; |f_k(x) − f(x)| ≥

ffi}. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ B(ffi) = ⋂ n B_n(ffi). åÓÌÉ x ∈ B(ffi), ÔÏ f_n(x) ↛ f(x), ÏÔËÕÄÁ ¯(B(ffi)) = 0. éÚ ÌÅÍÍÙ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ,

ÞÔÏ lim_{n→∞} ¯(B_n(ffi)) = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ k_n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ¯(B_{kn} (1=n)) ¡ ”=2^n. ðÕÓÔØ

A_” = ⋃ n B_{kn} . ôÏÇÄÁ ¯(A_”) ¡ ”, É ÅÓÌÉ x =∈ A_”, ÔÏ |f_n(x) − f(x)| ¡ 1=n ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f_n ⇒ f

ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ˝ \ A_”. □

éÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏ. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ

ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÜÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ f = ∑ n a_nØ_{An} , ÇÄÅ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_n

ÉÚÍÅÒÉÍÙ É ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

ðÕÓÔØ f = ∑ n a_nØ_{An} , ÇÄÅ ŒÓÅ A_n ÉÚÍÅÒÉÍÙ. åÓÌÉ ÒÑÄ ∑_∞ n=1 a_n¯(A_n) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ

(ËÏÔÏÒÁÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ìÅÂÅÇÁ ÏÔ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∫ f(x) dx. æÕÎËÃÉÑ f Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ìÅÂÅÇÁ ÏÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. éÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ |

ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ: ∫ ˘f(x) dx =˘ ∫ f(x) dx É ∫ (f_1(x) +

f_2(x)) dx = ∫ f_1(x) dx + ∫ f_1(x) dx.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f = ∑ n a_nØ_{An} = ∑ k b_kØ_{Bk} , ÇÄÅ ŒÓÅ A_n É B_k ÉÚÍÅÒÉÍÙ (ÍÙ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ

a_n ÉÌÉ ŒÓÅ b_k ÒÁÚÌÉÞÎÙ). îÁ ËÁÖÄÏÍ ÎÅÐÕÓÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ C_{nk} = A_n ∩ B_k ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ É ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ

ÚÎÁÞÅÎÉÅ c_{nk} = a_n = b_k. ôÏÇÄÁ f = ∑ n;k c_{n;k}Ø_{Cnk} , É ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ A_n = ⋃ k C_{nk} É B_k = ⋃ n C_{nk} ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ∑ n a_n¯(A_n) = ∑ n ∑ k c_{nk}¯(C_{nk}) (Œ ÓÉÌÕ ÓÞÅÔÎÏÊ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÍÅÒÙ) = ∑ k ∑ n c_{nk}¯(C_{nk}) (ÐÏÓËÏÌØËÕ

ÜÔÏ ÒÑÄ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ) = ∑ k b_k¯(B_k ), ÔÏ ÅÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

ËÏÒÒÅËÔÎÏ.

òÁŒÅÎÓÔŒÏ ∫ ˘f(x) dx =˘ ∫ f(x) dx ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f_1 = ∑ n a_nØ(A_n) É f_1 = ∑ k b_kØ(B_k), ÇÄÅ ŒÓÅ

A_n; B_k ÉÚÍÅÒÉÍÙ. ôÏÇÄÁ C_{nk} = A_n∩B_k | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ∫ (f_1(x)+f_2(x)) dx = ∑ n;k(a_n+b_k)¯(C_{nk}) = ∑ n a_n ∑ k ¯(C_{nk}) + ∑ k b_k ∑ n ¯(C_{nk}) = ∑ n a_n¯(A_n) + ∑ k b_k¯(B_k) = ∫ f_1(x) dx + ∫ f_2(x) dx. □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÑ f : R^n → R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ (ÉÌÉ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ-

ÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f_n, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë f ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ∫ |f_n(x) − f_m(x)| dx → 0 ÐÒÉ m; n → ∞. éÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ìÅÂÅÇÁ ÏÔ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌ ∫ f(x) dx = lim_{n→∞} ∫ f_n(x) dx.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ìÅÂÅÇÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f_n | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏ-

ÓÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ∫ |f_n(x) − f_m(x)| dx → 0 ÐÒÉ m; n → ∞, ÔÏ

lim_{n→∞} ∫ f_n(x) dx = 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË; ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ | |∫ f_n(x) dx | | ≥ ffi ¿ 0, ÏÔËÕÄÁ ∫ |f_n(x)| dx ≥ ffi (ÐÏÞÅÍÕ ?). ðÅÒÅÈÏÄÑ ÅÝÅ ÒÁÚ Ë ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ,

ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ∫ |f_n(x) − f_{n+1}(x)| dx ≤ ffi=2^{n+2}.

æÕÎËÃÉÑ |f_1| | ÐÒÏÓÔÁÑ: f_1 = ∑_∞ n=1 |a_n| Ø_{An} . ðÏÓËÏÌØËÕ ∫ |f_1(x)| dx ≥ ffi, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÏÍÅÒ N , ÞÔÏ ∑_N

n=1 |a_n| ¯(A_n) ≥ 3ffi=4. ðÕÓÔØ M = max(a_1; : : : ; a_N ) É A^{def}=

⋃_N

n=1 A_n. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ⊂ A, ÞÔÏ ¯(B) ¡ ffi=4M , É f_n → 0 ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ A \ B. òÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁ-

ÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏŒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ C_n = max_{x∈B\A} |f_n(x)| ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. ôÅÐÅÒØ ∫ A\B |f_n(x)| dx ≤ 1

C_n¯(A) → 0 (ÐÏÓËÏÌØËÕ f_1 ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ, ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_n ÉÍÅÀÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÅÒÙ, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ¯(A)

ËÏÎÅÞÎÁ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ∫ A\B |f_1(x)| dx = ∫ A |f_1(x)| dx − ∫ B |f_1(x)| dx ≥ 3ffi=4 − ffi=4M · M = ffi=2, ÎÏ | | | ∫ A\B |f_n(x)| dx − ∫ A\B |f_{n+1}(x)| dx | | | ≤ ∫ A\B |f_n(x) − f_{n+1}(x)| dx ≤ ∫ A |f_n(x) − f_{n+1}(x)| dxffi=2^{n+2}. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ∫ A\B |f_n(x)| dx ≥ ∫ A\B |f_1(x)| dx− ∑_{n−1} k=1 | | | ∫ A\B |f_k(x)| dx − ∫ A\B |f_{k+1}(x)| dx | | | ≥ ffi=2− ∑_{n−1} k=1 ffi=2^{k+2} ≥ ffi=4, ÞÔÏ

ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ∫ A\B |f_n(x)| dx → 0. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. 1) éÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ ∫ f(x) dx ÌÉÎÅÅÎ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÉ f.

2) åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ |f(x)| ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÔÁËÖÅ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óŒÏÊÓÔŒÏ 1 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ.

óŒÏÊÓÔŒÏ 2 ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÃÉÑ |f(x)|

ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ É g_n | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ìÅÂÅÇÁ, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ

f_n(x) = g_n(x) sgn(f(x)). æÕÎËÃÉÉ f_n | ÐÒÏÓÔÙÅ É ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÅ; ÏÞÅŒÉÄÎÏ, f_n(x) → f(x) ÐÒÉ ÔÅÈ ÖÅ x, ÞÔÏ

É g_n(x) → |f(x)|, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ∫ f_n(x) − f_m(x) dx = ± ∫ g_n(x) − g_m(x) dx → 0 ÐÒÉ

m; n → ∞, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ. □