íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôò

ìåëãéñ 6

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ôÅÏÒÅÍÁ æÕÂÉÎÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ ˝ ⊂ R^n | ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, Á ÆÕÎËÃÉÑ f : ˝ → R ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÐÏ òÉÍÁÎÕ. ôÏÇÄÁ f ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ, É ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ ÒÁŒÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ òÉÍÁÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ˝ = ⨆ i ˝_i | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ˝, É ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÞÁ- ÓÔÉ ˝_i ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ | ÎÅÓÌÏÖÎÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ !). ðÕÓÔØ ø_n | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Ó ÍÅÌËÏÓÔØÀ ¯(ø_n) → 0 É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ø_{n+1} | ÐÏÄ- ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ (ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÅ) ø_n. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ g_{øn} ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ g_{øn} (x)^{def}= sup_{y∈�i} f(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ ˝_i. åÓÌÉ x | ÔÏÞËÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ f, ÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ g_{øn} (x) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f(x). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ g_{øn} → f ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÐÏ ËÒÉÔÅÒÉÀ ìÅÂÅÇÁ. éÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ ∫ � g_{øn} (x) dx ÜÔÏ ŒÅÒÈÎÑÑ ÓÕÍ- ÍÁ äÁÒÂÕ —I(ø_n; f) = ∑ i sup_{x∈�i} f(x) vol(˝_i), ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ òÉÍÁÎÁ ∫ � g_{øn} (x) dx ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ òÉÍÁÎÁ ∫ � f(x) dx É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ø_m | ÐÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉÅ (ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÅ) ø_n ÐÒÉ ŒÓÅÈ m ¿ n, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ g_{øn} (x) ÕÂÙŒÁÅÔ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ x, ÏÔËÕÄÁ ∫ � |g_{øn} (x) − g_{øm} (x)| dx = | |∫ g_{øn} (x) dx − ∫ g_{øm} (x) dx | | → 0 ÐÒÉ m; n → ∞. îÏ g_{øn} ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ø_n, É ÐÏÜÔÏÍÕ ∫ � g_{øn} (x) dx ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ìÅÂÅÇÁ ÏÔ g_{øn} . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ ÏÔ f ÒÁŒÅÎ lim_{n→∞} ∫ � g_{øn} (x) dx, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ òÉÍÁÎÁ ÏÔ f. □

ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ R^m É B ⊂ R^n ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A × B ⊂ R^{m+n} ÔÁËÖÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏ, É ¯_{m+n}(A × B) = ¯_m(A)¯_n(B).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ A ⊂ ˝_1, B ⊂ ˝_2 (˝_1; ˝_2 | ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÙ), É A É B ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ. ôÏÇÄÁ ¯_{m+n}(A × B) = ∫ �_1×�_2 ØA×B(x) dx. ðÕÓÔØ ø1 | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ˝1, ø2 | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ˝2, ÔÏÇÄÁ

ø_1 × ø_2 | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ˝_1 × ˝_2, É ÄÌÑ ŒÅÒÈÎÉÈ ÓÕÍÍ äÁÒÂÕ ÉÍÅÅÍ —I(Ø_{A×B}; ø_1 × ø_2) = —I(Ø_A; ø_1) —I(Ø_B ; ø_2). ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∫ �_1×�_2 ØA×B (x) dx = ∫ �_1 ØA(x) dx ∫ �_2 ØB (x) dx = ¯m(A)¯n(B).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A É B ÉÚÍÅÒÉÍÙ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ~A É ~B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ¯_m(A´ ~A) ¡ ”, ¯_n(B´ ~B) ¡ ”. ôÏÇÄÁ ¯_{m+n}((A × B)´( ~A × ~B)) ¡ ”(¯_m(˝_1) + ¯_n(˝_2)), ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ A × B ÉÚÍÅÒÉÍÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, |¯_m( ~A) − ¯_m(A)| ¡ ” É |¯_n( ~B) − ¯_n(B)| ¡ ” (ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÌÅË- ÃÉÉ 4), ÏÔËÕÄÁ |¯_m( ~A)¯_n( ~B) − ¯_m(A)¯_n(B)| = |¯_m( ~A)¯_n( ~B) − ¯_m( ~A)¯_n(B) + ¯_m( ~A)¯_n(B) − ¯_m(A)¯_n(B)| ≤ ¯_m( ~A) |¯_n( ~B) − ¯_n(B)|+¯_n(B) |¯_m( ~A) − ¯_m(A)| ¡ ”(¯_m( ~A)+¯_n(B)). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, |¯_{m+n}(A × B) − ¯_m( ~A)¯_n( ~B)| = |¯_{m+n}( ~A × ~B) − ¯_{m+n}(A × B)| ¡ ”(¯_m(˝_1) + ¯_n(˝_2)), ÏÔËÕÄÁ |¯_{m+n}(A × B) − ¯_m(A)¯_n(B)| ¡ const: · ” ÄÌÑ ŒÓÅÈ ” ¿ 0, ÔÏ ÅÓÔØ ¯_{m+n}(A × B) = ¯_m(A)¯_n(B).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ ÄÌÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ A É B | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. □

ðÕÓÔØ C ⊂ R^m × R^n | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f_C (x)^{def}= ¯_n({y ∈ R^n | (x; y) ∈ C}).

ôÅÏÒÅÍÁ 1. æÕÎËÃÉÑ f_C : R^m → R_{≥0} ∪ {+∞} ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÎÁ R^m É ÉÚÍÅÒÉÍÁ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∫ f_C (x) dx = ¯_{m+n}(C).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ŒÎÁÞÁÌÅ C = A × B, ÇÄÅ A ⊂ R^m É B ⊂ R^n ÉÚÍÅÒÉÍÙ. ôÏÇÄÁ f_C ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ŒÓÀÄÕ É, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÚÍÅÒÉÍÁ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ ∫ f_C (x) dx = ¯_{m+n}(C) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ C = ⨆_∞ i=1 C_i | ÓÞÅÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C_i ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÅÒÎÁ. ôÏÇÄÁ f_C = ∑ i f_{Ci} (x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ: ÒÑÄ ÉÚ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÓÕÍÍÕ Œ R_{≥0}∪{+∞}, ÔÁË ÞÔÏ f_C (x) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÔÅÈ x, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÁ ÉÚ f_{Ci} (x), Ô.Å. ÎÁ ÓÞÅÔÎÏÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ. éÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ f_C ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÌÅËÃÉÉ 4. òÁŒÅÎÓÔŒÏ ∫ f_C (x) dx = ¯_{m+n}(C). ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÞÅÔÎÏÊ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ.

ôÅÐÅÒØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C (ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÅÓÔØ ÓÞÅÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ). ðÕÓÔØ C_1 ⊂ C_2 ⊂ : : : , É C = ⋃ i C_i ⊂ ˝. åÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ C_i ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÅÒÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ É ÄÌÑ C. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f_{Ci} (x) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f_C (x) ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÌÅËÃÉÉ 5. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ f_C ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ É ÉÚÍÅÒÉÍÁ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ åÇÏÒÏŒÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q ⊂ ˝ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ¯(Q) ¡ ” É f_{Ci} (x) → f_C (x) ÐÒÉ i → ∞ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ˝ \ Q. ðÏÓËÏÌØËÕ C ⊂ ˝, ÆÕÎËÃÉÑ f_C É ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_{Ci} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ: |f_{Ci} (x)| ¡ M É |f_C (x)| ¡ M ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ M É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ i. ðÕÓÔØ |f_{Ci} (x) − f_C (x)| ¡ ” ÐÒÉ i ¿ N É 1

ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ x ∈ ˝ \ Q, ÔÏÇÄÁ | |∫ f_{Ci} (x) dx − ∫ f_C (x) dx | | ≤ ∫_� |f_{Ci} (x) − f_C (x)| dx = ∫_{�\Q} + ∫_Q ≤ ”¯(˝) + 2”M .

ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ∫ f_C (x) dx = lim_{i→∞} ∫ f_{Ci} (x) dx = lim_{i→∞} ¯_{m+n}(C_i) = ¯_{m+n}(C) (ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÌÅËÃÉÉ 5).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ C_1 ⊃ C_2 ⊃ : : : ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, É C = ⋂ i C_i, ÔÏ ÅÓÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ C_i, ÔÏ ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ É ÄÌÑ C.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ C_1´C_2 | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ, É ÄÌÑ C_2 ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÅÒÎÁ. ôÏÇÄÁ ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ É ÄÌÑ C_1. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ C_1´C_2 ⊂ ⋃ i ˝_i, ÇÄÅ ∑ i ¯(˝_i) ¡ ”. ôÏÇÄÁ ¯({x | |f_{C1} (x) − f_{C2} (x)| ¿ a}) ¡ ”=a (ÐÏÞÅÍÕ ?).

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ f_{C1} É f_{C2} ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ C | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q_N ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ¯_{m+n}(C´Q_N ) ¡ 1=2^{N+1}. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÄÌÑ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÐÏ öÏÒÄÁÎÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ C_N = ⨆ i A^{(N)}_i × B^{(N)}_i , ÇÄÅ A^{(N)}_i ⊂ R^m É B^{(N)}_i ⊂ R^n, ÞÔÏ ¯_{m+n}(Q_N ´C_N ) ¡ 1=2^{N+1} É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ¯_{m+n}(C´C_N ) ¡ 1=2^N . ëÁË ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÄÌÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ A^{(N)}_i × B^{(N)}_i ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÅÒÎÁ, É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ C_N . íÎÏÖÅÓÔŒÁ D_N = ⋂ i≥N C_N ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙ Œ ŒÉÄÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ (ÐÏÞÅÍÕ ?), ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÉÈ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÏÖÅ ŒÅÒÎÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ D_1 ⊂ D_2 ⊂ : : : , ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÅÒÎÁ É ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ D = ⋃ N D_N . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ¯(C´D_N ) ¡ 1=2^{N−1}, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ¯(C´D) = 0, É ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1 (ÔÅÏÒÅÍÁ æÕÂÉÎÉ). ðÕÓÔØ f : R^{m+n} → R | ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÑ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f(x; ·) : R^n → R ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ ÐÒÉ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ x ∈ R^m, ÆÕÎËÃÉÑ f(·; y) : R^m → R ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ ÐÒÉ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ y ∈ R^n, É ∫ f(x; y) dxdy = ∫ (∫ f(x; y) dy ) dx = ∫ (∫ f(x; y) dx ) dy. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f_+ = max(f; 0), f_− = − min(f; 0). ôÏÇÄÁ f(x) = f_+(x) − f_−(x), ÔÁË ÞÔÏ ÔÅÏÒÅ- ÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÕÓÔØ f ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÇÒÁÆÉË ˙ = {(x; y; z) ∈ R^m × R^n × R | 0 ≤ z ≤ f(x; y)}. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1, ¯_{m+n+1}(˙) = ∫ R^n×R^m ¯1({z | 0 ≤

z ≤ f(x; y)}) dxdy = ∫ R^n×R^m f(x; y) dxdy, É Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ¯m+n+1(˙) = ∫ R^m ¯n+1({(y; z) | 0 ≤ z ≤

f(x; y)}) dx = ∫ R^m (∫ R^n f(x; y) dy ) dx. œÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ É |g(x)| ≤ |f(x)| ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ, ÔÏ g ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 1 ÌÅËÃÉÉ 5, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÓÔØ f ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÅÅ ÐÏÄÇÒÁÆÉË ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ. îÏ ÐÏÄÇÒÁÆÉË g | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÄÇÒÁÆÉËÁ f (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ) É ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÍÅÒÕ. □

ðÒÉÍÅÒ 1. œÙÞÉÓÌÉÍ ŒÅÌÉÞÉÎÕ J = ∫_{+∞} −∞ e^{−x2} dx. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÕÂÉÎÉ J^2 = ∫ R^2 e

−x^2−y^2 dxdy. åÓÌÉ˙ R | ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, e^{−x2−y2} Ø_R(x; y) → e^{−x2−y2} ÐÒÉ R → +∞ ÒÁŒÎÏÍÅÒ- ÎÏ ÎÁ ŒÓÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÔËÕÄÁ J^2 = lim_{R→+∞} ∫ �_R e

−x^2 −y^2 dxdy. œÙÒÅÖÅÍ ÉÚ ËÒÕÇÁ˙

R ÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓ fl = {(x; 0) | 0 ≤ x ≤ R} É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ f : (0; 2ß) × [0; R] → ˙_R \ fl, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(’; r) = (r cos ’; r sin ’) (ÚÁÍÅÎÁ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÐÏÌÑÒÎÙÅ). ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ f ÉÍÅ-

ÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ f^′(r; ’) = ( cos ’ −r sin ’ sin ’ r cos ’ ) , ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÅÎ r. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÚÁÍÅÎÅ ÐÅ-

ÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÐÏÌÕÞÉÍ ∫ �_R e

−x^2 −y^2 dxdy = ∫ R 0 ∫_{2ß} 0 re^{−r2} d’dr = 2ß

∫_R 0 re^{−r2} dr = ß(1 − e^{−R2} ), ÏÔËÕÄÁ J^2 = ß É J = √ ß.