íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôò

ìåëãéñ 8

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 (ÐÒÁŒÉÌÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ). ðÕÓÔØ M_1; M_2; M_3 | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, É f : M_1 → M_2, g : M_2 → M_3 | ÇÌÁÄËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h = g ∘ f : M_1 → M_3 ÇÌÁÄËÏÅ, É h^′(a) = g^′(f(a)) ∘ f^′(a).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ë ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÎÙÍ ÚÁÐÉÓÑÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ f : R^n → R^m | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ c ∈ R^m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ: ÅÓÌÉ f(x) = c, ÔÏ Rk f^′(x) = m. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f^{−1}(c) = {x ∈ R^n | f(x) = c} ⊂ R^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ (n − m)-ÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ T_af^{−1}(c) = Ker f^′(a).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f(a) = c; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ V = Ker f^′(a) ⊂ R^n. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, dim V = n − m, É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f^′(a) ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë V ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ⊂ R^n (Ô.Å. ÔÁËÏÅ ÞÔÏ R^n = W + V É dim W = m) ÏÂÒÁÔÉÍÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : W × V → R^m, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ F (v; w) = f(a + v + w), ÔÁË ÞÔÏ F (0; 0) = c. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ r : ~U → W , ÇÄÅ ~U ⊂ V | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ, ÞÔÏ F (v; r(v)) ≡ c, Ô.Å. (v; s(v)) ∈ M , É r(0) = 0. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

s(v)^{def}= a + v + r(v) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÅÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ f^{−1}(c) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ r^′(0) = 0, ÏÔËÕÄÁ s^′(0) : V → R^n | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ V | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, T_af^{−1}(c) = s^′(0)V = V . □

ðÒÉÍÅÒ 1. óÆÅÒÁ S^{n−1} = {(x_1; : : : ; x_n) ∈ R^n | x^2_1 + · · · + x^2_n = 1} | ÇÌÁÄËÏÅ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ R^n. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ f(x_1; : : : ; x_n) = x^2_1 + · · · + x^2_n; ÔÏÇÄÁ f^′(x) = (2x_1; : : : ; 2x_n) ∈ R^n. åÓÌÉ f(x) = 1 (ÔÏ ÅÓÔØ x ∈ S^{n−1}), ÔÏ x ≠ 0, ÏÔËÕÄÁ f^′(x) ≠ 0, ÔÏ ÅÓÔØ Rk f^′(x) = 1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − 1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ ŒÉÄÁ {(x_1; : : : ; x_n) ∈ R^n | x^2_1 + ”_2x^2 + · · · + ”_nx^2_n = 1}, ÇÄÅ ”_i = ±1. ë ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÖÅ ËŒÁÄÒÉËÅ M = {(x_1; x_2) ∈ R^2 | x^2_1 − x^2 = 0} ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 ÎÅÐÒÉÍÅÎÉÍÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ (0; 0) ∈ M É f^′(0; 0) = 0, ÇÄÅ f(x_1; x_2) = x^2_1 − x^2. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ËÁË ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ÌÅËÃÉÉ 7, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M (ÐÁÒÁ ÐÒÑÍÙÈ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P = {(x_1; x_2) ∈ R^2 | x^2_1 = 0} | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ÐÒÑÍÁÑ), ÈÏÔÑ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ (x_1; x_2) ∈ P ÉÍÅÅÍ g^′(x_1; x_2) = 0, ÇÄÅ g(x_1; x_2) = x^2_1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ (ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ) ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

åÓÌÉ M_1; M_2 ⊂ R^n | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, É M_1 ⊂ M_2, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ M_1 | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M_2.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1 (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2). åÓÌÉ f : M → K | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, É c ∈ K ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ (ÅÓÌÉ f(a) = c, ÔÏ Rk(f^′(a)) = k), ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f^{−1}(c) ⊂ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ M ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m − k.

ðÕÓÔØ M ⊂ R^n | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m, (U; ~U; s_U ) | ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a = s_U (A) ∈ M . ôÏÇÄÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_aM ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÂÁÚÉÓ^@_{@x1} (a)^{def}= s^′_U (A)e_1; : : :;^@_{@xm} (a)^{def}= s^′_U (A)e_m, ÇÄÅ e_1; : : : ; e_m | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ R^m.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ f : M → N | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, (U; ~U ; s_U ) | ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a = s_U (A) ∈ M , Á (V; ~V ; s_V ) | ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ b = f(a) = s_V (B) ∈ N . ôÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f^′(a) Œ ÂÁÚÉÓÁÈ^@_{@x1} (a) = s^′_U (A)e_1; : : :;^@_{@xm} (a) = s^′_U (A)e_m Œ T_aM É^@_{@y1} (b) = s^′_V (B)e_1; : : : ;^@_{@yk} (b) = s^′_V (B)e_k Œ T_bN ÅÓÔØ^{@(fUV )i}_{@xj} (A), ÇÄÅ f_{UV} : ~U → ~V (ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ f_{UV} = s^{−1}_V ∘ f ∘ s_U .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÍÅÅÍ f^′(a)^@_{@xi} (a) = f^′(a)s^′_U (A)e_i = (f∘s_U )^′(A)e_i = (s_V ∘f_{UV} )^′(A)e_i = s^′_V (f_{UV} (A))f^′_{UV} (A)e_i. óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÉÍÅÅÍ f^′_{UV} (A)e_i = ∑_n j=1 @(f_{UV} )_j @x_i (A)hj , ÇÄÅ h1; : : : ; hn | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ R

n. ôÏÇÄÁ s^′_V (f_{UV} (A))f^′_{UV} (A)e_i = ∑_n j=1 @(f_{UV} )_j

@x_i (A) @ @y_j (f(a)). □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. åÓÌÉ (U; ~U; s_U ) É (V; ~V ; s_V ) | ÄŒÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ∈ M , É @ @x_1 (a); : : : ; @ @x_m (a) É @ @y_1 (a); : : : ; @ @y_m (a) | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÂÁÚÉÓÙ Œ TaM , ÔÏ @ @x_k (a) =

∑_m i=1 @(’_{UV} )_i @x_k (A) @ @y_i (a),

ÇÄÅ ’_{UV}^{def}= s^{−1}_V ∘ s_U | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, É a = s_U (A). 1

ðÕÓÔØ M ⊂ R^n | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ R^{2n} = R^n × R^n ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T M^{def}= {(a; v) | v ∈ T_aM }, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ Ë M .

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ë M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2m. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏ- ÅËÃÉÑ ß : T M → M , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ß(a; v) = a | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ (U; ~U ; s_U ) | ËÁÒÔÁ ÎÁ M Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ~V = ~U ×R^m É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ s_V : ~V → R^{2n}, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ s_V (x; ff) = (s_U (x); s^′_U (x)ff) = (s_U (x);

∑_m i=1 ff_i^@_{@xi} (x)) (ÇÄÅ ff = (ff_1; : : :; ff_m) ∈ R^m). ïÞÅŒÉÄÎÏ, s_V (x; ff) ∈ {x} × s^′_U (x)R^m ⊂ T M , Á ÐÏÓËÏÌØËÕ s^′_U (x) : R^m → T_xM | ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, s_V | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ~V ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ (a; v) ∈ T M . éÍÅÅÍ s^′_V (a; v) = s^′_U (a)×s^′_U (a) (ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÏÂÁ ÂÌÏËÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÎÙ s^′_U (a)), ÏÔËÕÄÁ Rk s^′_V (a; v) = 2m, É ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

ðÕÓÔØ (U_1; ~U_1; s_1) É (U_2; ~U_2; s_2) | ÄŒÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ∈ M , É ’_{12} | ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. åÓÌÉ (V_1; ~V_1; %_1) É (V_2; ~V_2; %_2) | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔ Œ T M , ÔÏ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R_{12} ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ R_{12}(x; ff) = (’_{12}(x); ’^′_{12}(x)ff).

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ a ∈ S^1 ⊂ R^2 (ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÔÌÁÓ ÉÚ ÄŒÕÈ ËÁÒÔ U_1 = S^1 \{(1; 0)} É U_2 = S^1 \{(−1; 0)}, É Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÕÇÌÏŒÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ’_1 = s^{−1}_{U1} : U_1 → R É ’_2 = s^{−1}_{U2} : U_1 → R, ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 2 ÌÅËÃÉÉ 7. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ’_2(a) = ’_1(a) + const: (ÇÄÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÒÁÚÎÁÑ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÄÕÇÁÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ U_1 ∩ U_2), ÏÔËÕÄÁ @ @’_1 (a) = @ @’_2 (a) Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ a ∈ U1 ∩ U2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ŒÅËÔÏÒ @ @’ (a) ∈ T_aS^1. üÔÏÔ ŒÅËÔÏÒ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ a ÇÌÁÄËÏ (ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ R^2 ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ËÁË ÔÏÞËÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ T S^1) É ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚÕÅÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_aS^1 ÂÁÚÉÓ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S^1 × R → T S^1 ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(a; ff) = (a; ff^@_{@’} (a)). éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ŒÙÔÅËÁ- ÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÅ É ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÔÏÖÅ ÇÌÁÄËÏÅ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ S^1 × R É T S^1 ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ.

íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ T S^2 É S^2 × R^2 ÎÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ.