íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôò

ìåëãéñ 9

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ìÅÍÍÁ óÁÒÄÁ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ËÁË ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ M ⊂ R^n | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á f : M → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÎÅÍ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ó = {f(x) | x ∈ M; f^′(x) = 0} ⊂ R ÉÍÅÅÔ ÌÅÂÅÇÏŒÕ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M . åÓÌÉ m = 0, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M | ÄÉÓËÒÅÔ- ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, C ÔÏÖÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏ É ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

ðÕÓÔØ m > 0. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ËÁÒÔ (ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ), ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ (Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ) Ó ÏÔ- ËÒÙÔÙÍ ÛÁÒÏÍ Œ R^m. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ M ⊂ R^m | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ.

ðÕÓÔØ 1 ≤ k ≤ m − 1 É I = (i_1; : : :; i_{k+1}), ÇÄÅ 1 ≤ i_s ≤ m ÄÌÑ ŒÓÅÈ s. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ A_{kI} ⊂ M ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË a ∈ M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ k ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÎÏ^{@f}

@x_{i1} :::@x_{ik+1} (a) ≠ 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ hkI(a) = @f @x_{i1} :::@x_{ik} (a), É ÐÕÓÔØ BkI = {a ∈ M | hkI(a) = 0;

@h_{kI} @x_{ik+1} (a) ≠ 0};

ÔÏÇÄÁ A_{kI} ⊂ B_{kI} . óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, B_I ⊂ M | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m − 1. ìÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ a ∈ A_{kI} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f|_{BkI} ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ B_{kI} . ïÔÓÀÄÁ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f(A_{kI} ) ⊂ R ÉÍÅÅÍ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_m ÔÅÈ ÔÏÞÅË a ∈ M , Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ f ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ m ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. ðÒÉ a ∈ A_m É |x − a| < ‹ ÉÍÅÅÍ f(x) = f(a) +

∫_1 0 d dt_1 f(a + t1(x − a)) dt1 =

f(a) +

∑_m

j_1=1(xj1 − aj1 )

∫_1 0 @f @x_{j1} (a + t1(x − a)) dt1 = f(a) +

∑_m

j_1;j_2=1(xj1 − aj1 )(xj2 − aj2 )

∫_1 0 ∫_1 0 @^2f @x_{j1} @x_{j2} (a + t1t2(x −

a)) dt_1dt_2 = · · · = f(a) +

∑_m

j_1;:::;j_{m+1} =1(xj1 − aj1 ) : : : (xjm+1 − ajm+1 )

∫_1 0 : : :

∫_1 0 @f @x_{j1} :::@x_{jm+1} (a + t1 : : : tm+1(x −

a)) dt_1 : : : dt_{m+1}, ÏÔËÕÄÁ |f(x) − f(a)| ≤ R |x − a|^{m+1}, ÇÄÅ R = max_{|x−a|≤ffi} max_{(j1;:::;jm+1)} | |^{@f}

@x_{j1} :::@x_{jm+1} (x) | |; ÍÁË- ÓÉÍÕÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ËÏÎÅÞÅÎ), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÛÁÒ {x | |x − a| ≤ ‹} ËÏÍÐÁËÔÅÎ, Á ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÙ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_m (ËÁË É ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÛÁÒÁ M ) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏËÒÙÔÏ N < const: · "^{−m} ÛÁÒÁÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁ ". ôÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ŒÙÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ |f(x) − f(a)| ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f(A_m) ⊂ R ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏËÒÙÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ N "^{m+1} ≤ const:·". ðÏÓËÏÌØËÕ " > 0 ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ, ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f(A_n) ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C = ⋃_{m−1} k=1 ⋃ I f(A_{kI} )∪ f(A_m) ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ. □

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ M ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔ (U; s_U ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ s^{−1}_U (A ∩ U ) ⊂ R^m ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ÌÅÍÍÁ óÁÒÄÁ, ÏÎÁ ÖÅ ÌÅÍÍÁ âÒÁÕÎÁ, ÔÅÏÒÅÍÁ íÏÒÓÁ, ÌÅÍÍÁ ôÏÍÁ É ÄÒ.). ðÕÓÔØ M; N | ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, Á f : M → N | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ C = {f(x) | x ∈ M; Rk f^′(x) < n} ⊂ N ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁË É Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 1, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ N = R^n, Á M ⊂ R^m | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ.

óÏŒÍÅÓÔÎÁÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ m É n. ðÒÉ n = 1 ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1). ðÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ f(x) = (f_1(x); : : : ; f_n(x)), É ÐÕÓÔØ ˘ = {f_n(x) | f^′_n(x) = 0} ⊂ R | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f_n. ôÏÇÄÁ C ⊂ C_1 ∪ C_2, ÇÄÅ C_1^{def}= {(u_1; : : : ; u_{n−1}; c) | c ∈ ˘} É C_2^{def}= {f(x) | f^′_n(x) ≠ 0; Rk f^′(x) < n}.

œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ˘ ⊂ R ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÕÀ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÅÒÕ ÎÕÌØ (n- ÍÅÒÎÕÀ) ÉÍÅÅÔ É C_1. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ c ∈ R ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ H_c = {x ∈ M | f_n(x) = c; f^′_n(x)} ⊂ M | ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ (ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m − 1), ÐÒÉÞÅÍ T_xH_c = Ker f^′_n(x) ⊂ R^n. ðÏÓËÏÌØËÕ Rk f^′(x) < n, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ f^′_1(x); : : : ; f^′_{n−1}(x) ÎÁ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ker f^′_n(x) ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, (c_1; : : :; c_{n−1}; c) ∈ C_2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (c_1; : : :; c_{n−1}) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~f(x) = (f_1(x); : : : ; f_{n−1}(x)) : H_c → R^{n−1}. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, mes_{n−1}{(c_1; : : : ; c_{n−1}) | (c_1; : : : ; c_{n−1}; c) ∈ C_2} = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ c, ÏÔËÕÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÕÂÉÎÉ mes_n(C_2) = 0. □ 1

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ðÕÓÔØ f : M → R^n | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ M ÍÅÎØÛÅ m. ôÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚ f(M ) ⊂ R^n ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÒÁÚ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ | ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ ‚ : S^1 → R^3 | ÇÌÁÄËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉŒÁÑ Œ R^3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : S^1 → S^2, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ’(t) = f^′(x)= |f^′(x)|; ÚÄÅÓØ S^2 ⊂ R^3 | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÓÆÅÒÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 1 ÏÂÒÁÚ ’(S^1) ≠ S^2; ÐÕÓÔØ a ∈ S^2 \ ’(S^1).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ ı_a : R^3 → R^2 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ŒÅËÔÏÒÕ a. œ ÓÉÌÕ ŒÙÂÏÒÁ a ÐÌÏÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ı_a ∘ ‚ : S^1 → S^2 | ÇÌÁÄËÁÑ; ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ‚. ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ f : R^n → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É ÐÕÓÔØ a ∈ R^n | ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f^′ : R^n → R^n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ’_a : R^n → R, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ’_a(x) = f(x) − (a; x) (ÓËÏÂËÉ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ). åÓÌÉ ’^′(x) = 0, ÔÏ f^′(x) = a É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ’^{′′}(x) = f^{′′}(x) : R^n → R^n | ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÑÄÒÏÍ (ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ ’_a ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÙ É Ë ÎÉÍ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ ÌÅÍÍÁ íÏÒÓÁ (Ï ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÉ Ë ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ óÁÒÄÁ ŒÅËÔÏÒ a ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÉÍ Ë ÎÕÌÀ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÛÁÒÁ B ⊂ R^n É ŒÓÑËÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ g, ŒÓÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÙ É |f(x) − g(x)| < ", |f^′(x) − g^′(x)| < " ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ B.

ðÕÓÔØ a ∈ M | ÔÏÞËÁ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, Á v ∈ T_aM | ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : M → RÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÞÉÓÌÏ ˘(v)(f)^{def}= f^′(a)v ∈ R(\ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ v"). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ˘(v) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ C^∞(M ) ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ìÅÊÂÎÉÃÁ ˘(v)(fg) = f(a)˘(v)(g) + ˘(v)(f)g(a). åÓÌÉ s_U : U → R^n | ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ M ⊂ R^n Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, Á x = s^{−1}_U | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÒÉÞÅÍ x(a) = A, ÔÏ ÐÒÉ v =^@_{@xi} (a) ÉÍÅÅÍ ˘(v)(f) =^{@(f∘sU )}_{@xi} (A), ÞÔÏ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ^@_{@xi} (a).

ôÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ : C^∞(M ) → R, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ìÅÊÂ- ÎÉÃÁ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ M , ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ ŒÅËÔÏÒ v ∈ T_aM ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ = ˘(v).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ, I_a^{def}= {f ∈ C^∞(M ) | f(a) = 0} (ËÁË Œ ÌÅËÃÉÉ 1 ÐÒÉ M = R^n). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÌÅËÃÉÉ 1 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ I_a ⊂ C^∞(M ) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. ðÕÓÔØ : C^∞(M ) → R | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÀ ìÅÊÂÎÉÃÁ.

ðÕÓÔØ g ≡ 1. ôÏÇÄÁ g^2 = g, ÏÔËÕÄÁ (g) = 2g(a)(g) = 2(g), ÔÏ ÅÓÔØ (g) = 0. éÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ (f) = (f − f(a)) ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ C^∞(M ), ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÉÄÅÁÌ I_a.

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ C^∞(M ) ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ~U ⊂ M ÔÏÞËÉ a. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏ- ÓÔÉ ÜÔÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ; s_U : U → ~U | ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V_1 ⊂ V_2 ⊂ U . ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÅÄÉÎÉÃÙ (ÌÅËÃÉÑ 10 ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÅÍÅÓÔÒÁ, ÔÅÏÒÅÍÁ 1) ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ~g : U → R ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ~g(x) = 0 ÐÒÉ x ∈ V_1 É ~g(x) = 1 ÐÒÉ x ∈ U \ V_2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ g : M → R, ÒÁŒÎÕÀ ~g ∘ s^{−1}_U (b) ÐÒÉ b ∈ ~U , É 1 ÐÒÉ b =∈ ~U ; ÏÞÅŒÉÄÎÏ, g ∈ C^∞(M ). éÍÅÅÍ f ≡ fg, ÏÔËÕÄÁ (f) = (fg) = f(a)(g) + (f)g(a) = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f_1(b) = f_2(b) ÐÒÉ ŒÓÅÈ b ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, ÔÏ (f_1) = (f_2). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (f) ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ f Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ a, É ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ M ⊂ R^m | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

ðÕÓÔØ f^′(a) = 0. ôÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ áÄÁÍÁÒÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ 4 ÌÅËÃÉÉ 1; ÏÎÁ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ M ⊂ R^m | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ), f ∈ I^2_a , Ô.Å. f = ∑ i ¸_i˛_i, ÇÄÅ ¸_i; ˛_i ∈ I_a. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, (f) = ∑ i(¸_i(a)(˛_i) + (¸_i)˛_i(a)) = 0. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ f^′_1(a) = f^′_2(a), ÔÏ (f_1) = (f_2). ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^′(a) | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ T_a → R, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T^∗_a M , Á , ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ T^∗_a M → R, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ (T^∗_a )^∗. óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ (V^∗)^∗ = V , ÔÏ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ : T^∗_a M → R ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (f) = f^′(a)v ÐÒÉ ËÁËÏÍ-ÔÏ v ∈ T_aM .

äÏËÁÖÅÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ v. ðÕÓÔØ ˘(v) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ f^′(a)v = 0 ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ f ∈ C^∞(M ). œÙÂÅÒÅÍ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ a | ÔÏÇÄÁ ˘(v)(f) =

∑_m i=1 ¸_i^{@(f∘sU )}_{@xi} (A), ÇÄÅ v = ∑ i ¸_i^@_{@xi} (a). îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ !), ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i ÉÍÅÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ^{@(f∘sU )}_{@xi} (A) ≠ 0, ÎÏ^{@(f∘sU )}_{@xj} (A) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ j ≠ i. òÁŒÅÎÓÔŒÏ ˘(v)(f) = 0 ŒÌÅÞÅÔ ÔÅÐÅÒØ ¸_i = 0 | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, v = 0. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. (I_a=I^2_a )^∗ = T_aM .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÓÑËÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ v ∈ T_aM ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ˘(v) : C^∞(M ) → R. åÓÌÉ f ∈ I^2_a , ÔÏ ˘(v)(f) = 0 (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 2) | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, I^2_a ⊂ Ker ˘(v), É ˘(v) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ I_a=I^2_a → R, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ (I_a=I^2_a )^∗. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ : T_aM → (I_a=I^2_a )^∗. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ ÉÍÅÅÔ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÑÄÒÏ.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ˘ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÎÙÊ ÏÂÒÁÚ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ∈ (I_a=I^2_a )^∗. åÓÌÉ ı : I_a → I_a=I^2_a | ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ, Á : C^∞(M ) → I_a | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÆÕÎËÃÉÀ f(x) − f(a) ∈ I_a, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ~ = ∘ ı ∘ : C^∞(M ) → R, ÐÒÉÞÅÍ (1) = 0. éÍÅÅÍ: ~(fg) = ~(fg+f(a)g(a)) = ~((f −f(a))(g−g(a))+f (a)g+g(a)f) = f(a)~(g)+~(f)g(a), ÐÏÓËÏÌØËÕ (f −f(a))(g−g(a)) ∈ I^2_a . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ~ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ, É, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2, = ˘(v) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ v ∈ T_aM . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ˘(T_aM ) = (I_a=I^2_a )^∗. □