íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôò

òåúõìøôáôù üëúáíåîá 10{21 íáñ 2006 ç.

óÔÏÉÍÏÓÔØ ÚÁÄÁÞ: N1 | 3 ÂÁÌÌÁ (±= 2, ∓= 1), N2 | 3 ÂÁÌÌÁ (±= +=2= 2, ∓= 1), N3 | 2 ÂÁÌÌÁ (+=2= 1), N4Á | 3 ÂÁÌÌÁ (±= 2, ∓= 1), N4Â | 8 ÂÁÌÌÏŒ (+=2= 4, ∓= 2), N5 | 4 ÂÁÌÌÁ (+=2= 2, ∓= 1), N6 | 6 ÂÁÌÌÏŒ (±= 4, ∓= 2), N7Á | 2 ÂÁÌÌÁ, N7Â | 8 ÂÁÌÌÏŒ (+=2= 4, ∓= 2).

ëÒÉÔÅÒÉÉ ÏÃÅÎÏË: \ÏÔÌÉÞÎÏ" | ≥ 25 ÂÁÌÌÏŒ, \ÈÏÒÏÛÏ" | ≥ 15 ÂÁÌÌÏŒ, \ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÉÔÅÌØÎÏ" | ≥ 10 ÂÁÌÌÏŒ.

ëÕÒÓ ÚÁÓÞÉÔÙŒÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÄÁÎ ÜËÚÁÍÅÎ É ÚÁÞÅÔ. éÄÅÉ ÒÅÛÅÎÉÊ:

úÁÄÁÞÁ 1. fl_{qp} =

∫_1 0 g(t)e^{−2ß(˘q −˘p)t} dt =

∫_1 0 g(t)e^{−2ß(˘p −˘q)t} dt =

∫_1 0 g(t)e^{−2ß(˘p −˘q)t} dt = fl_{pq}, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ ÜÒÍÉÔÏŒÁ. ôÅÐÅÒØ ∑ p;q fl_{pq} x_px_q =

∫_1 0 g(t)Y (t)Y (t) dt ≥ 0, ÇÄÅ Y (t)^{def}=

∑_n s=1 e^{−2ßi˘st}x_s.

úÁÄÁÞÁ 2. ïÔŒÅÔ:^3_{2ß} .

úÁÄÁÞÁ 3. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ f_n(x; y) ËÁË ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÅÒŒÙÅ n ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÒÁÚÒÑÄÏŒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË Õ f(x; y), Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÁÚÒÑÄÙ | ÎÕÌÉ. æÕÎËÃÉÑ f_n ÉÚÍÅÒÉÍÁ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ËÕÓÏÞÎÏ-ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, |f(x; y) − f_n(x; y)| ≤ 1=2^n, ÏÔËÕÄÁ f_n ⇒ f ÐÒÉ n → ∞, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f ÉÚÍÅÒÉÍÁ (ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ, Á ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ | ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ). éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f(x; y) + f(x; 1 − y) = 1 (ŒÅÒÎÏÇÏ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ, ÔÏÞÎÅÅ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ x É ÔÅÈ y, Œ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ÐÅÒÉÏÄÁ (0)) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ∫ [0;1]^2 f(x; y) dxdy = 1=2.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÎËÔ Á): ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S^1 → S^2, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(t) = fl^′(t)= |fl^′(t)|, É ÐÕÓÔØ M = f(S^1) ⊂ S^2 | ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ. ðÏ ÌÅÍÍÅ óÁÒÄÁ M ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ; ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ −M = {−x | x ∈ M } ⊂ S^2. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ a ∈ S^2 \ (M ∪ (−M )). ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ ÕÚÌÁ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÁ a ÄÁÅÔ ÇÌÁÄËÕÀ ËÒÉŒÕÀ.

ðÕÎËÔ Â): ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ´ = {(s; t) | 0 ¡ s ¡ t ¡ 1} Œ ÓÆÅÒÕ S^2, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ˘(t; s) = (fl(t) − fl(s))= |fl(t) − fl(s)|. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÁÅÔ: ˘(t; s)^{@�(t;s)}_{@t} = fl^′(t) − ( fl^′(t); ˘(t; s) ) ˘(t; s), ˘(t; s)^{@�(t;s)}_{@s} = fl^′(s) − ( fl^′(s); ˘(t; s) ) ˘(t; s), ÇÄÅ ˘(t; s)^{def}= |fl(t) − fl(s)|, Á ÓËÏÂËÉ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ,^{@�(t;s)}_{@t} É^{@�(t;s)}_{@s} ÑŒÌÑÀÔÓÑ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÝÅÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÐÒÏÅËÃÉÑÍÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ fl^′(t) É fl^′(s) ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ˘(t; s). ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ v_1 = fl^′(t), v_2 = fl^′(s) É v_3 = fl(t) − fl(s) = ˘(t; s)˘(t; s) ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ (ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ) ŒÅËÔÏÒÙ^{@�(t;s)}_{@t} É^{@�(t;s)}_{@s} | ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ (t; s) | ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ˘. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ a ∈ S^2 ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ a É −a | ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ˘ (ÔÁËÏÅ a ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÌÅÍÍÅ óÁÒÄÁ), ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ (t; s) ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ˘(t; s) = a, ŒÅËÔÏÒÙ v_1; v_2; v_3 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. ëÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ËÒÉŒÏÊ fl ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÁ a ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 5. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ŒÅËÔÏÒ OA = e = (0; 1), AB = v_1, BC = v_2, OD = v_3, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : (R^2)^3 → R^4, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(v_1; v_2; v_3) = ( |v_1|^2 ; |v_2|^2 ; |v_3|^2 ; |e + v_1 + v_2 − v_3|^2). ôÏÇÄÁ ÉÓËÏÍÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f^{−1}(1; 1; 1; 1), É ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (1; 1; 1; 1) | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ (ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ) ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^′(v_1; v_2; v_3) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ (ff_1; ff_2:ff_3) ∈ (R^2)^3 = T_{(v1;v2;v3)}(R^2)^3 ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ: f^′(v_1; v_2; v_3)(ff_1; ff_2:ff_3) = (2(v_1; ff_1); 2(v_2; ff_2); 2(v_3; ff_3); 2(e+v_1+v_2−v_3; ff_1+ff_2−ff_3)) (ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓËÏÂËÉ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ). åÓÌÉ ÏÂÒÁÚ f^′(v_1; v_2; v_3)((R^2)^3) ≠ R^4, ÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ- ÎÕÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ (p; q; r; s) ∈ (R^4)^∗, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÊ ÜÔÏÔ ÏÂÒÁÚ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, pv_1 +s(e+v_1 +v_2 −v_3) = 0, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ v_2; v_3. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ. ëÓÔÁÔÉ, ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Ó ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÔÏÒÏÎ, Á ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÒÏÎ ÞÅÔÎÏ | ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÌÏÓËÉÈ ÒÁŒÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ !).

úÁÄÁÞÁ 6. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÞÉÔÁÅÍ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ ËÏÎÅÞÎÙÍ. œ ËÁÖÄÏÍ ÎÕÌÅ ÆÕÎËÃÉÑ f ÌÉÂÏ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË, ÌÉÂÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ; ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ, Á ÐÒÏ ŒÔÏÒÙÅ ÚÁÂÕÄÅÍ. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÞÅÔÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ ÎÕÌÅÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 4. éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ c_0(f) =

∫_1 0 f(t) dt = 0 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÎÕÌØ ÉÍÅÅÔÓÑ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÈ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÄŒÕÈ. ðÕÓÔØ ÉÈ ÒÏŒÎÏ ÄŒÁ: f(p) = f(q) = 0. òÁŒÅÎÓÔŒÏ c_1(f) =

∫_1 0 f(t)e^{−2ßit} dt = 0 Œ ÓÉÌÕ f(t) ∈ R ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

∫_1 0 f(t) cos 2ßt dt =

∫_1 0 f(t) sin 2ßt dt = 0 É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

∫_1 0 f(t)(A + B cos 2ßt +

C sin 2ßt) dt = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ A; B; C ∈ R. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ A, B É C ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ A +

B cos 2ßt + C sin 2ßt ÉÍÅÌÁ ÎÕÌÉ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÁÈ p É q (ŒÓÅÇÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1] ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

ÄŒÕÈ ÎÕÌÅÊ), ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(t)(A + B cos 2ßt + C sin 2ßt) ÚÎÁËÏÐÏÓÔÏÑÎÎÁ, ŒÏÐÒÅËÉ ÔÏÍÕ,

ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

úÁÄÁÞÁ 7. îÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1=2] ÆÕÎËÃÉÑ x^2 − x^3 ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÏÔËÕÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ 0 ¡ ffi ¡ 1=2 É ŒÓÑËÏÇÏ ˘ ¿ 0

ÉÍÅÅÍ

∫_{1=2} ffi e^{−˘(x2−x3)} dx ¡^1_2 e^{−˘(ffi2 −ffi3)} = o(1=˘^n) ÐÒÉ ˘ → +∞ (n ∈ N ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ). ðÒÉ ffi = 1=4 ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ÐÕÎËÔ Á). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ∫_{−ffi} −1=2 e

−˘(x^2−x^3) dx = o(1=˘n). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÃÉÀ y(x)

ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ y^2(x) = x^2 − x^3. ðÏÓËÏÌØËÕ y^′(0) = 1, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË [−ffi; ffi], ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ y^{−1}, É 1 − ” ¡ y^′(y^{−1}(t)) ¡ 1 + ” ÐÒÉ t ∈ [−ffi; ffi]. äÅÌÁÑ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ I_ffi = ∫_ffi −ffi e^{−˘(x2−x3)} dx ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t = y(x), ÐÏÌÕÞÉÍ I_ffi =

∫_b a e^{−˘t2 dt}_{y′(y−1 (t))} (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a; b), ÏÔËÕÄÁ

(1−”)

∫_b a e^{−˘t2} dt ¡ I_ffi ¡ (1+”)

∫_b a e^{−˘t2} dt. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ∫_{+∞} a e^{−˘t2} dt = o(1=˘^n) É ∫_b −∞ e^{−˘t2} dt = o(1=˘^n) ÐÒÉ ˘ → +∞ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ ffi ÉÍÅÅÍ (1−2”) ∫_∞ −∞ e^{−˘t2} dt ¡

I_ffi ¡ (1 + 2”) ∫_∞ −∞ e^{−˘t2} dt, ÔÏ ÅÓÔØ (1 − 2”)C= √ ˘ ¡ I_ffi ¡ (1 + 2”)C= √ ˘ ÄÌÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C = ∫_{+∞} −∞ e^{−t2} dt = √ ß. œ ÓÉÌÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÓÔÉ ” ÐÏÌÕÞÁÅÍ I_ffi ∼ √ ß= √ ˘, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ Â).