îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô áîáìéú, 2 óåíåóôò

6. ðòåïâòáúïœáîéå æõòøå

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ . ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ f : R → C | ÆÕÎËÃÉÑ F (f)(˘)^{def}= ∫_{+∞} −∞ f(x)e^{−2ßi˘x} dx.

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ f : [0; 1] → C | ÞÉÓÌÁ c_n(f) =

∫_1 0 f(x)e^{−2ßinx} dx, n ∈ Z. òÑÄ æÕÒØÅ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ c_n | ÆÕÎËÃÉÑ f(t) = ∑_{+∞} n=−∞ cne

−2ßint. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ (ÒÑÄ æÕÒØÅ,

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ~F = F ∘ N , ÇÄÅ N (f)(x)^{def}= f(−x) ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f : R → C , N (f)(x) = f(1 − x) ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ f : [0; 1] → C É N (c)_n = c_{−n} ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. óŒÅÒÔËÁ ÆÕÎËÃÉÊ f; g : R → C | ÆÕÎËÃÉÑ (f ∗ g)(x) = ∫_{+∞} −∞ f(t)g(x − t) dt; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ f; g : [0; 1] → C . óŒÅÒÔËÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ a_n, b_n | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ c_n = ∑ k∈Za_kb_{n−k}.

æÁËÔÙ . ðÒÑÍÏÅ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÎÏÒÍÕ L_2: ∫_{+∞} −∞ |f(x)|^2 dx = ∫_{+∞} −∞ |F (f)(˘)|^2 d˘ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f : R → C É ∑ n∈Z|c_n(f)|^2 =

∫_1 0 |f(x)|^2 dx ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f : [0; 1] → C . ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÓŒÅÒÔËÕ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ: F (fg) = F (f)∗ F (g), F (f ∗ g) = F (f)F (g). ôÏÖÄÅÓÔŒÏ üÊÌÅÒÁ: e^{ix} = cos x + i sin x, ÏÔËÕÄÁ cos x =^{eix+e−ix}_2 , sin x =^{eix−e−ix}_{2i} .

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ∑_∞ n=1 sin nx

n =^{ß−x}_2 ÐÒÉ 0 ¡ x ¡ 2ß; Â) ∑_∞ n=1 2·(−1)^n

n sin nx = x ÐÒÉ 0 ¡ x ¡ ß; Œ)^ß_2 −^4_ß ∑_∞ n=1 cos(2n−1)x (2n−1)^2 = x ÐÒÉ 0 ¡ x ¡ ß; Ç) ß 3 + 4 ∑_∞ n=1 (−1)^n n^2 cos nx = x

2 ÐÒÉ |x| ¡ ß. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ Ë ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÎÏÒÍÕ L_2. ðÏÄÕÍÁÊÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ Œ 1Â É 1Œ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÙÅ ÒÑÄÙ æÕÒØÅ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 2. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÑÄÙ æÕÒØÅ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÏŒ Á) ∑_∞ n=0 (−1)^n 2n+1 ; Â) ∑_∞ n=1 (−1)^n

n ; Œ) ∑_∞ n=1 (−1)^n n^2 ; Ç) ∑_∞ n=1 1 n^2 .

úÁÄÁÞÁ 3 (ÑŒÌÅÎÉÅ çÉÂÂÓÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) 1 =^4_ß ∑_∞ k=1 sin(2k−1)x

2k−1 ÐÒÉ 0 ¡ x ¡ ß; Â) ÆÕÎËÃÉÑ Sn(x) =

∑_n k=1 sin(2k−1)x 2k−1 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ¯n ÐÒÉ x = ß 2n ; Œ) lim_{n→∞} ¯_n ¿ 1.

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÃÅÌÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ m ÆÕÎËÃÉÑ B_m(u) = ∑_∞ k=1 cos(ku+mß=2) k^m ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ

[0; 2ß] ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ m (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ âÅÒÎÕÌÌÉ).

úÁÄÁÞÁ 5 (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ œÉÒÔÉÎÇÅÒÁ). ðÕÓÔØ f : [0; 1] → R ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÁÑ, ÐÒÉÞÅÍ f0) = f(1) É ∫_1 0 f(x) dx = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

∫_1 0 f^2(x) dx ≤^1_{4ß2}

∫_1 0 (f^′)^2(x) dx. äÌÑ ËÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ?

úÁÄÁÞÁ 6. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ Á) f(x) = 1 ÐÒÉ |x| ≤ a, f(x) = 0 ÐÒÉ |x| ¿ a; Â) e^{−a|x|}; Œ)^{1√}_a e^{−ßx2 =a2} ; Ç) 1= √ x. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ L_2 ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ.

úÁÄÁÞÁ 7. îÁÊÄÉÔÅ ÓŒÅÒÔËÕ f_{c1} ∗ f_{c2} , ÇÄÅ Á) f_c(x) =^{1√}_c e^{−ßx2 =c2} , Â) f_c(x) =^c_{c2+x2} . ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ F (f_{c1} ∗ f_{c2} ) = F (f_{c1} )F (f_{c2} ).

úÁÄÁÞÁ 8. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ Á) ∫_{+∞} −∞ sin x

x dx; Â) ∫_{+∞} −∞ sin^2 x x^2 dx; Œ) ∫_{+∞} −∞ cos x^2 dx; Ç) ∫_{+∞} −∞ sin x^2 dx.

úÁÄÁÞÁ 9 (ÆÏÒÍÕÌÁ ëÏÔÅÌØÎÉËÏŒÁ). ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÉÎÉÔÎÏ: F (f)(y) = 0 ÐÒÉ |y| ¿ a. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(x) = ∑_∞ k=−∞ f (_ß a k )_{sin a(x−} ß_{a k)}

a(x−^ß_a k) .