1. ëÏÌØÃÁ É ÉÄÅÁÌÙ

ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ | ÜÔÏ ÎÁÕËÁ Ï ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌØÃÁÈ É ÍÏ- ÄÕÌÑÈ ÎÁÄ ÎÉÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚÕÞÁÀÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÌÅÃ, ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÅ ÄÌÑ ËÏÌÅÃ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ĂÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅĄ (Œ ÓÁÍÏÍ ÛÉÒÏËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ); ÅÓÌÉ ÖÅ ËÏÌØÃÏ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÚÁÄÁ- ÎÏ ÎÅ Œ ŒÉÄÅ ËÏÌØÃÁ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÏ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÔÁÒÁÀÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ.

ðÏÄ ÓÌÏŒÏÍ ĂËÏÌØÃÏĄ Œ ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ ÂÕÄÅÔ (ÅÓÌÉ ÑŒÎÏ ÎÅ ÏÇÏŒÏÒÅÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ) ÐÏÎÉÍÁÔØÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ; ÔÅÒÍÉÎ ĂÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃĄ ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ ĂÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ ÅÄÉÎÉÃÕĄ, Á ÓÌÏŒÏ ĂÐÏÄËÏÌØÃÏĄ | ĂÐÏÄËÏÌØÃÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÄÉÎÉÃÕĄ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ ÉÍÅÅÍ 1 ≠ 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÌØÃÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄËÏÌØÃÁ ÐÏÌÅ k, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ k-ÁÌÇÅÂÒÏÊ; ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ k-ÁÌÇÅÂÒ | ÜÔÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ k.

ëÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÍ ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ (Ô. Å. ÉÚ x ≠ 0 É y ≠ 0 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ xy ≠ 0). éÄÅÁÌ a ⊂ A ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙ- ŒÁÔØÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÉÌÉ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ a ≠ A. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ: (1) ÉÄÅÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÍ; (2) ÉÄÅ- ÁÌ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÙ; (3) ÉÄÅÁÌ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ.

åÓÌÉ a É b | ÔÏ ÉÄÅÁÌÙ ËÏÌØÃÁ, ÔÏ Œ ÎÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÉÄÅÁÌÙ a ∩ b (ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ), a + b (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÕÍÍ ŒÉÄÁ a + b, ÇÌÅ a ∈ a É b ∈ b | ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ a É b) É ab | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ŒÉÄÁ ab, ÇÄÅ a ∈ a, b ∈ b; ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ab | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÕÍÍ ŒÉÄÁ a_1b_1 + : : : + a_rb_r, ÇÄÅ a_i ∈ a, b_i ∈ b. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ab ⊂ a ∩ b.

ðÒÏÓÔÙÅ É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ

œÏÔ ÐÅÒŒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ. éÄÅÁÌ p ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏ- ÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ p ≠ A É A=p | ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ ËÏÌØÃÅ ZÓÕÔØ ÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ É ÉÄÅÁÌÙ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. éÄÅÁÌ m ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ m ≠ A É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ a ⊋ m ÉÍÅÅÍ a = A.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3. éÄÅÁÌ m ⊂ A ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A=m | ÐÏÌÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, m ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ, ËÏÇÄÁ Œ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÅ A=m ÎÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ; ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ A=m ÏÂÒÁÔÉÍÙ, Ô. Å. ÞÔÏ A=m | ÐÏÌÅ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.4. œÓÑËÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ZÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙ ÉÄÅÁÌÙ ŒÉÄÁ (p), ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ; ÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ ÐÒÏÓÔ, ÎÏ ÎÅ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.5. œÏ ŒÓÑËÏÍ ËÏÌØÃÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÍÁË- ÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ a | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ A (ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÅÓÔØ ŒÓÅÇÄÁ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÕÌÅŒÏÊ). åÓÌÉ ÏÎ ÕÖÅ ÍÁË- ÓÉÍÁÌÅÎ, ÔÏ ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ; Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÔØ ÓÔÒÏÇÏ Â«ÏÌØÛÉÊ ÅÇÏ ÉÄÅÁÌ a_1 ⊃ a; ÅÓÌÉ ÏÎ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, ÔÏ ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÒÏÇÏ Â«ÏÌØÛÉÊ ÉÄÅÁÌ a_2; ÅÓÌÉ ÄÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÍÙ ÔÁË É ÎÅ ÄÏÂÅÒÅÍÓÑ, ÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÊÓÑ ÃÅÐÏÞËÉ ÉÄÅÁÌÏŒ, É Ô. Ä., ÐÏËÁ ÎÅ ÄÏÊÄÅÍ ÄÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ.

æÏÒÍÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÜÔÏ ĂÉ Ô. Ä.Ą, ËÁË ŒÏÄÉÔÓÑ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ. éÍÅÎÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÌØÃÁ A ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅ- ÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ, É Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ŒÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ {a_i}_{i∈I} ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ, Á ÉÍÅÎÎÏ a = ⋃ i∈I a_i; ÔÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÄÅÁÌ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÓÔÉ, É ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÓÌÉ 1 ∈ a, ÔÏ 1 ∈ a_i ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÇÏ i. ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.6. œÓÑËÏÅ ËÏÌØÃÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅ- ÁÌ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.7. œÓÑËÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ a ⊂ A ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ Œ ÏÄÎÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÉÄÅÁÌÁÍÉ Œ A=a É ÉÄÅÁÌÁÍÉ Œ A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ a; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ŒËÌÀÞÅ- ÎÉÑ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ A=a ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÙÍ ÉÄÅÁÌÁÍ Œ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ, ÎÏ ŒÁÖÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÐÒÅ- ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.8. åÓÌÉ f : A → B | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ É p ⊂ B | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÔÏ f^{−1}(p) ⊂ A | ÔÏÖÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ.

åÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ ÓÌÏŒÏ ĂÐÒÏÓÔÏÊĄ ÎÁ ĂÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÙÊĄ, ÔÏ ÏÎÏ ÓÔÁÎÅÔ ÎÅŒÅÒÎÙÍ (ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ: ŒÌÏÖÅÎÉÅ Z,→ Q).

ðÒÉÍÅÒ 1.9. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É C(X) | ËÏÌØÃÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X. äÌÑ ŒÓÑËÏ- ÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y ⊂ X ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I(Y ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ ÎÁ Y . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ I(Y ) | ÉÄÅ- ÁÌ Œ C(X). ðÕÓÔØ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, x ∈ X | ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ É m_x = I({x}) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ x. ôÏÇÄÁ m_x | ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÙÊ ÉÄÅÁÌ (ÐÏÔÏÍÕ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ C(X) → R, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ f → f(x)). íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÍÙ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÜÔÉÍ ÎÁ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÈ), ÞÔÏ ÅÓÌÉ X | ÈÁÕÓÄÏÒ- ÆÏŒ ËÏÍÐÁËÔ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ C(X) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ m_x ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x ∈ X. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÏÒÍÁÌØÎÏ, ÔÏ ÉÚ ÌÅÍÍÙ õÒÙÓÏÎÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ x ≠ y ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ C(X), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(x) = 0, ÎÏ f(y) ≠ 0, ÔÁË ÞÔÏ m_x ≠ m_y. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÉÊ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒ ËÏÍÐÁËÔ ÎÏÒÍÁÌÅÎ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

ÅÓÌÉ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ É ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → m_x ÚÁÄÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ X É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÌØÃÁ C(X).

áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

ðÒÉÍÅÒ 1.9 ÂÙÌ ÞÉÓÔÏ ÕÞÅÂÎÙÍ; ÓÅÊÞÁÓ, ÎÁÐÒÏÔÉŒ, ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔ ÉÇÒÁÔØ Œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ.

ðÕÓÔØ k | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ É A = k[X_1; : : :; X_n] | ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ k ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

åÓÌÉ V ⊂ k^n, ÔÏ, ËÁË É ÐÒÅÖÄÅ, ÐÏÌÏÖÉÍ

I(V ) = {f ∈ A|f(x_1; : : :; x_n) = 0; ËÁË ÔÏÌØËÏ x_1; : : :; x_n ∈ V }:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ I(V ) ⊂ A | ÉÄÅÁÌ. äÌÑ x ∈ k^n ÐÏÌÏÖÉÍ m_x = I({x}) (ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ x). ñÓÎÏ, ÞÔÏ m_x ⊂ A | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, É ÏÞÅŒÉÄÎÏ (ÎÁ ÓÅÊ ÒÁÚ ÂÅÚ ÌÅÍÍÙ õÒÙÓÏÎÁ), ÞÔÏ m_x ≠ m_y , ÅÓÌÉ x ≠ y. áÎÁÌÏÇÉÑ Ó ÐÒÉÍÅÒÏÍ 1.9 ÐÒÏÓÔÉÒÁÅÔÓÑ É ÄÁÌÅÅ. éÍÅÎÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÁÖÎÙÊ ÆÁËÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.10 (ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ). œÓÑËÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ A = k[X_1; : : :; X_n] ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ m_x ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ x ∈ k^n.

ôÅÏÒÅÍÕ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÐÏÚÄÎÅÅ; ÐÏËÁ ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÍ ÅÅ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ É ÐÏÊÄÅÍ ÄÁÌØÛÅ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.11 (ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÕÌÑÈ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → m_x ÚÁ- ÄÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ k^n É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ ËÏÌØÃÁ k[X_1; : : :; X_n].

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.12. ðÕÓÔØ M ⊂ A | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ. þÅÒÅÚ V (M) ⊂ k^n ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

{x ∈ k^n | f(x) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ M}:

áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ X ⊂ k^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ŒÉÄÁ V (M), ÇÄÅ M ⊂ A.

åÓÌÉ M ⊂ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É I ⊂ A | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ M (Ô. Å. ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ M), ÔÏ V (I) = V (M) (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ I ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ ∑ f_kg_k, ÇÄÅ g_j ∈ M, ŒÓÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ V (I), ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ V (M)). ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ V (I), ÇÄÅ I ⊂ A | ÉÄÅÁÌ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.13. (i) ðÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É ŒÓÅ k^n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ.

(ii) ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

(iii) ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (i) É (ii) ÏÞÅŒÉÄÎÙ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (iii) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ I; J ⊂ A | ÉÄÅÁÌÙ, ÔÏ V (I)∪V (J) = V (IJ).

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÑŒÓÔŒÕÅÔ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ Œ k^n ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.14. ôÏÐÏÌÏÇÉÅÊ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÎÁ k^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ.

œ ÓŒÅÔÅ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÅÝÅ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ, ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.15. (i) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n ¿ 0 ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÎÅÏÔÄÅÌÉÍÁ.

(ii) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.16. ðÕÓÔØ Z ⊂ k^n | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ Z ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : Z → k, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ Z ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ∈ k[X_1; : : :; X_n], ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ P : k^n → k.

òÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Z ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÌØÃÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅÓÑ k[Z]. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ I(Z) ⊂ k[X_1; : : :; X_n] ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ Z, ÔÏ I(Z) | ÉÄÅÁÌ Œ k[X_1; : : :; X_n] É k[Z] ≃ k[X_1; : : :; X_n]=I(Z).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.11 ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.17 (ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÕÌÑÈ). ðÕÓÔØ Z ⊂ k^n | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É x ∈ Z. ðÏÌÏÖÉÍ

m_x = {f ∈ k[Z] | f(x) = 0}:

ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → m_x ÚÁÄÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ Z É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÌØÃÁ k[Z].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (ŒÓÅ ÐÒÏÞÅÅ ÓÏŒÓÅÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏ). ðÕÓÔØ ß : k[X_1; : : :; X_n] → k[Z] | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÁÑ ÓÀÒSSÅËÃÉÑ É m ⊂ k[Z] | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ß^{−1}(m) ⊂ k[X_1; : : :; X_n] | ÔÏÖÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. œŒÉÄÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1.11 ÏÎ ÉÍÅ- ÅÔ ŒÉÄ m_x ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ x ∈ k^n; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ m_x ⊃ I(V ), ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ Z, ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ x, ÔÁË ÞÔÏ x ∈ Z. äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÑÓÎÏ.

îÁÒÑÄÕ Ó ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÄÒÕÇÏÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.18. ðÕÓÔØ Z ⊂ k^n, W ⊂ k^m | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ k ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_1; : : :; f_m ∈ k[Z], ÞÔÏ ’(x) = (f_1(x); : : :; f_m(x)) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ Z.

ðÕÓÔØ ’: Z → W | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É f ∈ k[W ] | ÒÅÇÕÌÑÒ- ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f ∘ ’: Z → k ÔÁËÖÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ).

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 1.19. ðÕÓÔØ ’: Z → W | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É f ∈ k[W ]. ôÏÇÄÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ f ∘ ’ ∈ k[Z] ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ’^∗(f).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ’^∗ : k[W ] → k[Z] | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ k-ÁÌÇÅÂÒ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÙÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.20. ðÕÓÔØ Z ⊂ k^n, W ⊂ k^m | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ → ’^∗ ÚÁÄÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÉÚ Z Œ W É ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ k-ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ k[W ] Œ k[Z].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏËÁÖÅÍ ÔÏÌØËÏ, ËÁË ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ÐÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ k-ÁÌÇÅÂÒ, Á ÐÒÏŒÅÒËÉ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÉÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ. éÔÁË, ÐÕÓÔØ a: k[W ] → k[Z] | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ k-ÁÌÇÅÂÒ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ i ∈ [1; m] ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ y_i ∈ k[W ] ÆÕÎËÃÉÀ (Y_1; : : :; Y_m) →

Y_i (Ăi-À ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕĄ), É ÐÏÌÏÖÉÍ f_i = a(y_i) ∈ k[Z]. íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁ- ÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’: Z → k^m, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ x → (f_1(x); : : :; f_m(x)), ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ Y . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ h | ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ Y . ôÏÇÄÁ h(y_1; : : :; y_m) = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ a | ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ k-ÁÌÇÅÂÒ, ÏÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ h(a(y_1); : : :; a(y_n)) = 0, Ô. Å. ÞÔÏ h(f_1(x); : : :; f_m(x)) = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ Z. œŒÉÄÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ- ÓÔÉ ŒÙÂÏÒÁ h ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ’(Z) ⊂ W , ÔÁË ÞÔÏ ’ | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ Z Œ W .

óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 1.17, ÔÏÞËÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z | ĂÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅĄ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ËÏÌØÃÁ k[Z]. œÙÑÓÎÉÍ ÅÝÅ, ËÁË ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.21. ðÕÓÔØ ’: Z → W | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ Z ÉÍÅÅÍ m_{’(x)} = ’^{∗−1}(m_x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ.

îčÔÅÒÏŒÙ ËÏÌØÃÁ É ÍÏÄÕÌÉ

œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÙ ÄÏÐÕÓËÁÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÉ- ÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÎÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ŒÓÑËÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÌÉ- ÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ, ËÁË ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÄÏËÁÖÅÍ, ŒÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ. ëÏÌØÃÁ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ Œ ÜÔÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ËÏÌØÃÁÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ, ÎÁÓÔÏÌØËÏ ŒÁÖÎÙ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÔÅÒÍÉÎ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.22. ëÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ:

(i) åÓÌÉ a_1 ⊂ a_2 ⊂ : : : a_m ⊂ : : :

| ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÌØÃÁ A, ÔÏ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r ÉÍÅÅÍ

a_r = a_{r+1} = a_{r+2} = : : :

(ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ŒÓÑËÁÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ A ÓÔÁÂÉÌÉ- ÚÉÒÕÅÔÓÑ);

(ii) œÓÑËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÌØÃÁ A ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ. (íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ | ÜÔÏ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ Œ ËÁËÏÍ Â«ÏÌØÛÅÍ, Á ÎÅ ÔÏÔ, ÞÔÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ.)

(iii) œÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ A ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (i) ⇒ (ii) ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

(ii) ⇒ (iii): ÐÕÓÔØ I^′ ⊂ I ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ- ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ Œ I; ÅÓÌÉ f ∈ I \ I^′, ÔÏ ÉÄÅÁÌ I^′ + (f) ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ I^′, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ I É ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

(iii) ⇒ (i): ÐÕÓÔØ ÉÄÅÁÌ a = ⋃ a_i ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ f_1; : : :; f_s, É ÐÕÓÔØ a_r ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ f_1; : : :; f_s. ôÏÇÄÁ a_r = a, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó a_r ŒÓÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÏÌÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ. œÓÑËÏÅ ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Z) ÔÁËÖÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎčÔÅÒÏŒÏ. îÁËÏÎÅÃ, ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (iii) ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ ÎčÔÅÒÏŒÁ ËÏÌØÃÁ ÔÁË- ÖÅ ÎčÔÅÒÏŒÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.23. åÓÌÉ A | ÎčÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ, ÔÏ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ A[X] ÔÁËÖÅ ÎčÔÅÒÏŒÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ I ⊂ A[X] | ÉÄÅÁÌ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÎÅÏ- ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ m ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a_m ⊂ A ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÎÕÌÑ É ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f ∈ I, ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÔÅÐÅÎØ m. ðÏÓËÏÌØËÕ I ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ A, ŒÓÅ a_m ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÄÅÁÌÁÍÉ; ÐÏÓËÏÌØËÕ I ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ X, ÉÍÅÅÍ a_m ⊂ a_{m+1} ÄÌÑ ŒÓÅÈ m; ÐÏÓËÏÌØËÕ A ÎčÔÅÒÏŒÏ, ÉÍÅÅÍ a_r = a_{r+1} = : : : ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r.

ôÁË ËÁË A ÎčÔÅÒÏŒÏ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÉÄÅÁÌÏŒ a_i ⊂ A ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ; ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ∈ [0; r] ÐÏÌÏÖÉÍ a_i = (a_{i1}; : : :; a_{isi} ), É ÐÕÓÔØ f_{il} ∈ I | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ i ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ a_{il}. íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ I ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ f_{il}. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ I^′ ⊂ I | ÉÄÅ- ÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ f_{il}. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f ∈ I^′ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ I, ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ deg f.

ðÕÓÔØ f = b_0 + b_1X + : : : + b_nX^n, É ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ I ÓÔÅÐÅÎÉ, ÍÅÎØÛÅÊ n, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. åÓÌÉ n ⩾ r, ÔÏ b_n ∈ a_n = a_r, ÔÁË ÞÔÏ b_n = c_1a_{rs1} + : : : + c_{sr} a_{rsr} , ÇÄÅ c_1; : : :; c_{sr} ∈ A; ÐÏÌÏÖÉÍ g = X^{n−r}(c_1f_{rs1} + : : : + c_{sr} f_{rsr} ); ÔÏÇÄÁ g ∈ I, ÐÒÉÞÅÍ ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ Õ f É g ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÔÁË ÞÔÏ deg(f − g) ¡ n, f − g ∈ I^′ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ É f ∈ I. åÓÌÉ ÖÅ n ¡ r, ÔÏ b_n ∈ a_n, b_n = c_1a_{ns1} + : : : + c_{sn} a_{nsn} , É ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ g = ∑ c_if_{nsi} , ÔÏ f − g ∈ I^′.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.24 (ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ). åÓÌÉ k | ÐÏÌÅ, ÔÏ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[X_1; : : :; X_n] ÎčÔÅÒÏŒÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.25. œÓÑËÏÅ ËÏÌØÃÏ, ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÉÌÉ Z, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ.

ðÏÎÑÔÉÅ ÎčÔÅÒÏŒÏÓÔÉ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ É ÎÁ ÍÏÄÕÌÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.26. íÏÄÕÌØ M (ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A) ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ:

(i) œÓÑËÁÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ ÍÏÄÕÌÑ M ÓÔÁÂÉÌÉ- ÚÉÒÕÅÔÓÑ.

(ii) œÓÑËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ Œ M ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ.

(iii) œÓÑËÉÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ M^′ ⊂ M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ.

üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ 1.22. úÁ- ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ A ÎčÔÅÒÏŒÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ.

œÏÔ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎčÔÅÒÏŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.27. ðÕÓÔØ

0 → M^′ → M → M^{′′} → 0

| ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÅÊ. ôÏÇÄÁ ÍÏÄÕÌØ M ÎčÔÅÒÏŒ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ M^′ É M^{′′} ÎčÔÅÒÏŒÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÐÒÏÓÔÕ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÅÅ:

1) œÓÑËÉÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ É ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ ÎčÔÅÒÏŒÁ ÍÏÄÕÌÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ.

2) åÓÌÉ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ M^′ ⊂ M É ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ M=M^′ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎčÔÅ- ÒÏŒÙÍÉ, ÔÏ É ÓÁÍ ÍÏÄÕÌØ M ÎčÔÅÒÏŒ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (1) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ; ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ (2) ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M_1 ⊂ M_2 ⊂ : : : | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ Œ M, ÔÏ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ k ¿ 0, ÞÔÏ M_k ∩ M^′ = M_{k+1} ∩ M^′ = : : : É ß(M_k) = ß(M_{k+1}) = : : :, ÇÄÅ ß : M → M=M^′ | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, É ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ M_k = M_{k+1} = : : :.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.28. íÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎčÔÅÒÏ- ŒÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.27 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÎčÔÅÒÏŒÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎčÔÅÒÏŒÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞ- ÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÎÁÄ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÎčÔÅÒÏŒ; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÓÑËÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ.

óÐÅËÔÒ

úÁÄÁÄÉÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ: ËÁË ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ËÏÌØÃÕ A ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁ- ËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÞÔÏÂÙ A ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÔÞÁÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ËÏÌØÃÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÅÍ?

œ ÎÁÛÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÈÏÄÉÌÉÓØ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ ËÏÌØÃÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂSSÑŒÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ËÏÌØÃÕ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁ- ÌÏŒ. õÄÏÂÎÅÅ, ÏÄÎÁËÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÔØÓÑ, Á ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÓÅ ÐÒÏ- ÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ËÏÌØÃÁ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.29. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Spec A.

óÙÍÉÔÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.12:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.30. ðÕÓÔØ I ⊂ A | ÉÄÅÁÌ. ðÏÌÏÖÉÍ

V (I) = {p ∈ Spec A | I ⊂ p}:

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ Spec(A) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ V (I) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ A.

äÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ Spec A ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇ ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÑ 1.13:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.31. ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ. ôÏÇÄÁ:

(i) ðÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Spec A ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ.

(ii) ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

(iii) ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (i) V ((0)) = Spec A, V (A) = ∅.

(ii) ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏÊ) ÉÄÅÁÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÉÄÅÁÌÙ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ {I_ff} ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ∑ I_ff, ÉÍÅÅÍ ⋂ V (I_ff) = V ( ∑ I_ff).

(iii)

ìÅÍÍÁ 1.32. åÓÌÉ p ⊂ A | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ É I_1I_2 ⊂ p, ÔÏ ÌÉÂÏ I_1 ⊂ p, ÌÉÂÏ I_2 ⊂ p.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÉ I_1, ÎÉ I_2 Œ p ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ f_1 ∈ I_1 \ p, f_2 ∈ I_2 \ p. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÄÅÁÌ p ÐÒÏÓÔ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f_1f_2 =∈ p, ÎÏ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ f_1f_2 ∈ I_1I_2 | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÅÍÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ Œ ŒÉÄÅ V (I_1) ∪ V (I_2) = V (I_1I_2), ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (iii) ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1.30 ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ Spec A ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ Spec A, ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ.

åÓÌÉ k | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ, Z ⊂ k^n | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É A = k[Z], ÔÏ, ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÑ (ŒŒÉÄÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1.17) ÔÏÞËÉ Z Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ Œ A, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Z ,→ Spec A. ðÏÓËÏÌØËÕ m_x ⊃ I ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x ∈ V (I), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ŒÌÏÖÅÎÉÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÎÁ Spec A ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÎÁ Z.

ðÏÄÏÂÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ, ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÎÁ ÓÐÅËÔÒÅ ËÏÌØÃÁ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ- ŒÏÊ. ïÄÎÁËÏ ÅÅ ĂÎÅËÌÁÓÓÉÞÎÏÓÔØĄ ÐÒÏÓÔÉÒÁÅÔÓÑ ÅÝÅ ÄÁÌØÛÅ: Œ ÓÐÅËÔÒÁÈ ËÏÌÅÃ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ É ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÔÏÞËÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.33. ðÕÓÔØ p ⊂ Spec A | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ ÚÁ- ÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {p} ⊂ Spec A ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó V (p); Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, {p} ÚÁÍËÎÕÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ p ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ I ≠ A | ÉÄÅÁÌ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ (V (p) ⊂ V (I)) ⇔ (p ⊃ I), ÔÁË ÞÔÏ V (p) | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÅÅ p.

õÓÌÏŒÉÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ Ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ.

ôÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Spec A (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ A) ÂÕ- ÄÅÍ ÉÎÏÇÄÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÂÕËŒÁÍÉ ÌÁÔÉÎÓËÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ x ∈ Spec A, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ ÂÕÄÅÍ ÉÎÏÇÄÁ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÔØ p_x ⊂ Spec A | ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍ m_x ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1.17 Á ÔÁËÖÅ Ó ÃÅÌØÀ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÚÁÐÉÓÅÊ ÎÁÐÏÄÏÂÉÅ f ∈ p ∈ Spec A. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ f ∈ A, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ f, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ V (f), ŒÍÅÓÔÏ ÂÏÌÅÅ ÐÅÄÁÎÔÉÞÎÏÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ V ((f)). îÁËÏÎÅÃ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Spec A \ V (f) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ D(f); ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÏÔËÒÙÔÏ Œ Spec A. íÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ D(f) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÇÌÁŒÎÙÍÉ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.34. çÌÁŒÎÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÚÁÍËÎÕ- ÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ V (f), Á ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ V (I) = ⋂ f ∈I V (f).

õ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.34 ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÚÁÂÁŒÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.35. õ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Spec A ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, Spec A ŒÓÅÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÚÉËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ (ÐÒÉÓÔÁŒËÁ ĂËŒÁÚÉĄ ÄÏÂÁŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÅÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍÉ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÎÅ ÐÒÉÎÑÔÏ). ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÎÁ ËÏÌØÃÏ A ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.34 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ ÅÓÔØ Õ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÇÌÁŒÎÙÍÉ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ. ðÕÓÔØ, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, Spec A = ⋃ ff∈� D(f_ff); ÜÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØ- ÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ⋂ ff∈� V (f_ff) = ∅, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ A, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ Œ ÏÄÎÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ ÉÄÅÁÌÅ, ÜÔÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ŒÓÅ f_ff ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ff_1; : : :; ff_n ∈ ˚ É g_1; : : :; g_n ∈ A, ÞÔÏ

g_1f_{ff1} + : : : + g_nf_{ffn} = 1:

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, (f_{ff1} ; : : :; f_{ffn} ) = A, ÔÁË ÞÔÏ

⋂_n i=1 V (f_{ffi} ) = ∅ É

⋃_n i=1 D(f_{ffi} ) = Spec A, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÁÎÁÌÏÇÉÀ ÍÅÖÄÕ ÓÐÅËÔÒÁÍÉ ËÏÌÅÃ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ. œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑÈ 1.20 É 1.21 ÍÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÞÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒ- ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ | ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÙÅ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÁÌÇÅÂÒ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ. œ ÎÁÛÅÊ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÜÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÉ- ÒÕÅÔÓÑ ÔÁË.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.36. ðÕÓÔØ h: A → B | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ. ôÏ- ÇÄÁ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÓÐÅËÔÒÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h^∗ : Spec(B) → Spec(A), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ p → h^{−1}(p).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.37. åÓÌÉ h: A → B | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ, ÔÏ h^∗ : Spec(B) → Spec(A) | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ V (a) ⊂ Spec(A) | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÉÄÅÁÌÕ a ⊂ A, ÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, h^{∗−1}(V (a)) = V ((h(a)B)), ÇÄÅ h(a)B | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÉÄÅÁÌ Œ B, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ h(a). úÎÁÞÉÔ, ÐÒÏ- ÏÂÒÁÚÙ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÚÁÍËÎÕÔÙ.

ïÂSSÑÓÎÉÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, Œ ËÁËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ A ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Spec A. œ ÎÁÛÅÍ ÍÏÄÅÌØÎÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ (A = k[Z], ÇÄÅ Z ⊂ k^n | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ) ŒÓÑËÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ m_x, ÇÄÅ x ∈ Z | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÔÁŒÑÝÅÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ x, ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A=m_x^∼−→ k, ÔÁË ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ A Œ ÔÏÞËÅ x ÓÏ- ŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÅÅ ÏÂÒÁÚÏÍ Œ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÅ A=m_x (ÑŒÌÑÀÝÅÍÓÑ ÐÏÌÅÍ). œ ÏÂ- ÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÔÁË. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ p ⊂ A

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k(p) ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ A=p (ÐÏÓËÏÌØËÕ p ÎÅ ÏÂÑÚÁ- ÔÅÌØÎÏ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, ÓÁÍÏ A=p ÂÙÔØ ÐÏÌÅÍ ÕÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ); ÅÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ x ∈ Spec A É f ∈ A, ÔÏ ĂÚÎÁÞÅÎÉÅÍ f Œ ÔÏÞËÅ xĄ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÏÂÒÁÚ f ÐÒÉ ÓËŒÏÚÎÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ

A → A=p_x ,→ k(p_x):

üÔÏ | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ËÏÌÅÃ k[Z]. ïÂÒÁÔÉÍ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÁ:

1) îÁÛÉ ĂÆÕÎËÃÉÉĄ | ÎÅÎÁÓÔÏÑÝÉÅ: ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ, ÐÏÌÑ k(p_x) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ x.

2) ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, p_x = {f ∈ A | f(x) = 0}, ËÁË É Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ. 3) íÏÖÅÔ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ f(x) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ Spec A (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, f ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÁÈ ËÏÌØÃÁ A), ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ f ≠ 0. œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÜÔÏÔ ÜÆÆÅËÔ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ.