10. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ

ìÅÍÍÁ Ï ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.1 (ÌÅÍÍÁ îčÔÅÒ Ï ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ). ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ É A = k[x_1; : : :; x_n] | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ k. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ y_1; : : :; y_r ∈ A, ÞÔÏ A ÃÅÌÁ ÎÁÄ k[y_1; : : :; y_r].

(îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ y_1; : : :; y_r ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ k[y_1; : : :; y_r] ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÌØÃÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ r ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ x_1; : : :; x_n ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÄÏËÁ- ÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ŒÉÄÁ ∑ ff a_ffx^ff = 0; (10.1)

ÇÄÅ a_ff ∈ k É ff ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÙ. ðÏÌÏÖÉÍ y_i = x_i − x^{mi}_n , ÇÄÅ m_1; : : :; m_{n−1} | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÃÅÌÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ŒÙÂÏÒÅ m_i ËÏÌØÃÏ A ÂÕÄÅÍ ÃÅÌÏ ÎÁÄ B = k[y_1; : : :; y_{n−1}]. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ x_i = y_i +x^{mi}_n , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ x_n ÂÙÌÏ ÃÅÌÏ ÎÁÄ B. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ x_i = y_i +x^{mi}_n Œ (10.1) É ÒÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ; ÇÒÕÐÐÉÒÕÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ x_n, ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÎÁ x_n Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ B; ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÖÅÌÁÅÍÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÃÅÌÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌ k. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ŒÉÄÁ

a_{ff1;:::;ffn} (y_1 + x^{m1}_n )^{ff1} : : :(y_{n−1} + x^{mn−1}_{n−1} )^{ffn−1} x^{ffn}_n

ÉÍÅÅÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x_n ÓÔÅÐÅÎØ ff_1m_1 + : : : + ff_{n−1}m_{n−1} + ff_n, É ÎÁÍ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÓÒÅÄÉ ÓÔÁÒÛÉÈ ÞÌÅÎÏŒ ÜÔÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÌÏ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÊ, Á ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏ- ÂÙ ŒÓÅ ÉÈ ÓÔÅÐÅÎÉ ÂÙÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. þÔÏÂÙ ÜÔÏÇÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ (m_1; : : :; m_{n−1}) = (N^n; N^{n−1}; : : :; N), ÇÄÅ N ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÓÔÅ- ÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÚ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (10.1) (ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØÀ N-ÉÞÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ).

åÓÌÉ y_1; : : :; y_{n−1} ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÍ ÉÔÅÒÉÒÏŒÁÔØ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ, ÐÏËÁ ÎÅ ÄÏÊÄÅÍ ÄÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ z_1; : : :; z_m, ÇÄÅ m ¡ n. œŒÉÄÕ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÃÅÌÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ A ÂÕÄÅÔ ÃÅÌÏ ÎÁÄ k[z_1; : : :; z_m].

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÕÌÑÈ

œÏÔ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 1.10. îÁÐÏÍÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 10.2 (ÔÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ I). åÓÌÉ k | ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ É A = k[X_1; : : :; X_n] | ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m ⊂ A ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ m_¸ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ ¸ ∈ k^n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ¸, ÞÔÏ m ⊂ m_¸.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ B = A=m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÎÁÄ k, Ë ÎÅÊ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ ÌÅÍÍÁ Ï ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏ k[y_1; : : :; y_m] ⊂ B (Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ y_1; : : :; y_r), ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ B ÃÅÌÏ. ôÁË ËÁË m ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏ- ÌÅÍ, ÏÔËÕÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 9.10 ËÏÌØÃÏ k[y_1; : : :; y_m] | ÔÁËÖÅ ÐÏÌÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ m ¿ 0 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÌÅÍ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, m = 0 É B ÃÅÌÏ ÎÁÄ k, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÌÅ B | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ k É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ B = k, ÔÁË ËÁË k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ. œ ÞÁÓÔ- ÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ’: B^∼−→ k, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÁ k ⊂ B. åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ —X_i = X_i mod m É ¸_i = ’( —X_i) ∈ k, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ f ∈ m ÉÍÅÅÍ f( —X_1; : : :; —X_n) = 0 ⇒ f(¸_1; : : :; ¸_n) = 0, ÔÁË ÞÔÏ m ⊂ m_¸, ÇÄÅ ¸ = (¸_1; : : :; ¸_n).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ÌÅËÃÉÉ 1 ÍÙ ŒÙŒÅÌÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÕÌÑÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¸ → m_¸ ÚÁÄÁÅÔ ŒÚÁ- ÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ Z É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ Œ k[Z] (ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.17).

œ ÌÅËÃÉÉ 6 ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÉÅ a → V (a) ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ Œ A É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Œ Spec(A), É ÏÂÅÝÁÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ A ÎÁ k[Z] (ÇÄÅ k | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ É Z ⊂ k^n | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ) É Spec(A) ÎÁ Z. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÜÔÏ ÏÂÅÝÁÎÉÅ ŒÙÐÏÌÎÉÔØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.3. òÁÄÉËÁÌÏÍ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: R(A).

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÓÅÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ R(A) ⊇ r(A) (ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ r(A), ËÁË ÍÙ ÐÏÍÎÉÍ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.4. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: Specm(A).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.5. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(i) Specm(A) ⊂ Spec(A) ÐÌÏÔÎÏ Œ Spec(A); (i^′) íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÏÞÅË ÐÌÏÔÎÏ Œ Spec(A). (ii) òÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ËÏÌØÃÁ A ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÅÇÏ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÒÁÚÕ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (i) ⇔ (i^′) ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ Œ Spec(A) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ:

ÐÕÓÔØ Specm(A) ⊂ V (a), ÇÄÅ a ⊂ A | ÉÄÅÁÌ; ÔÏÇÄÁ V (a) = Spec(A).

ïÄÎÁËÏ ÖÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ Specm(A) ⊂ V (a) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÁÈ, Ô. Å. Œ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÅ, Á ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Spec(A) = V (a) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÁÈ, Ô. Å. Œ ÒÁÄÉËÁÌÅ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.6. ðÕÓÔØ i: A ,→ B | ÃÅÌÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÃÅÌÏÓÔÎÙÈ ÎčÔÅÒÏŒÙÈ ËÏÌÅÃ. åÓÌÉ r(A) = R(A), ÔÏ r(B) = R(B).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÄSSÅÍÅ ÉÍÅÅÍ i^∗(Specm(B)) = Specm(A). ðÏÌÏÖÉÍ X = Specm(B). ðÏÓËÏÌØËÕ i^∗ | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ É ÚÁÍËÎÕÔÏÅ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.11) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÉÍÅÅÍ i^∗(X) = Specm(A) = Spec(A) (ÐÏÓËÏÌØËÕ r(A) = R(A)). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ X = Spec B. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ X = X_1 ∪ : : : ∪ X_n | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ Spec(A) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ŒŒÉÄÕ ÃÅ- ÌÏÓÔÎÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ A, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ i^∗ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Spec(A) = ⋃ i i^∗(X_i) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Spec(A) = i^∗(X_j) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ j. ðÕÓÔØ X_j = V (p), ÇÄÅ p ⊂ B | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ (0) ∈ Spec(A) ÌÅÖÉÔ Œ i^∗(X_j ), ÉÍÅÅÍ p ∩ A = (0). ðÏÓËÏÌØËÕ, Ó ÄÒÕ- ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÏÌØÃÏ B ÃÅÌÏÓÔÎÏ, ÔÏ ÅÇÏ ÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÓÔ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ Ó A ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ. œŒÉÄÕ ÐÕÎËÔÁ (iv) ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÄSSÅÍÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ 9.8) ÉÍÅÅÍ ÔÏÇÄÁ p = (0) É X_j = V (p) = Spec(B). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, X = Spec(B).

ôÅÏÒÅÍÁ 10.7 (ÔÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ II). åÓÌÉ A | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ É a ⊂ A | ÉÄÅÁÌ, ÔÏ r(a) = R(a).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÂÉÒÁÔØÓÑ ÎÁ ÕÐÒÁÖÎÅ- ÎÉÑÈ).

ðÏÓËÏÌØËÕ A=a | ÔÁËÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a = 0 É ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ r(A) = R(A); ÔÁË É ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÅÒÎÁ, ÅÓÌÉ A = k[X_1; : : :; X_n] | ËÏÌØ- ÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ R(A) = 0; ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÌÅÖÉÔ ŒÏ ŒÓÅÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÁÈ, ÔÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎ ÌÅÖÉÔ ŒÏ ŒÓÅÈ ÉÄÅÁÌÁÈ m_¸, ÇÄÅ ¸ ∈ k^n, ÔÏ ÅÓÔØ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ k^n, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÌÅ k, ÂÕÄÕÞÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ k = 0.

äÁÌÅÅ, ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÅÒÎÁ, ÅÓÌÉ A ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ: ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ Õ A ÅÓÔØ ÐÏÄËÏÌØÃÏ A^′, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ k[X_1; : : :; X_n], ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÃÅÌÁ, É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.6.

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÕÓÔØ Spec(A) = X_1 ∪ : : : ∪ X_m | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÇÄÅ X_i = V (p_i) ≃ Spec(A=p_i), p_i ⊂ A | ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÏÞÅË ÐÌÏÔÎÏ Œ Spec(A), Á ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÏÞÅË ÐÌÏÔÎÏ Œ ËÁÖÄÏÍ X_i. ðÏÓËÏÌØËÕ X_i ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÓÐÅËÔÒÁÍ ÃÅÌÏÓÔÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ k, ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÁÂÚÁÃÅ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Z ⊂ k^n | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÐÏÌÅ k ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ) É k[Z] | ËÏÌØÃÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X. îÁ- ÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ I ⊂ k[Z] | ÉÄÅÁÌ, ÔÏ ÞÅÒÅÚ V (I) ⊂ Z ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ I, É ÞÔÏ ÅÓÌÉ X ⊂ Z | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÏ ÞÅÒÅÚ ÉÄÅÁÌ I(X) ⊂ k[Z] ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ X.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.8 (ÔÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ III). 1. åÓÌÉ X ⊂ Z | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É I ⊂ k[Z] | ÉÄÅÁÌ, ÔÏ V (I(X)) = —X É I(V (I)) = r(I).

2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X → I(X) É I → V (I) ÚÁÄÁÀÔ ÏÂÒÁÝÁÀÝÕÀ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ Z É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ k[Z].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÉÄÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ Œ ÌÅËÃÉÉ 1, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, | ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ I(V (I)) = r(I). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÕÌÑÈ II ÉÍÅÅÍ r(I) = R(I); ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÕÌÑÈ I ÉÍÅÅÍ

R(I) = ⋂ m_¸ ⊃I

m_¸ = ⋂ ¸∈V (I)

m_¸ = {f | f(¸) = 0 ∀¸ ∈ V (I)} = I(V (I)):

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.9. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p → V (p) ÚÁÄÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ Œ k[Z] É ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Œ Z.

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ

óÌÅÄÕÀÝÅÅ (ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÏÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ) ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÐÏ ÓÌÏŒÁÍ à. é. íÁÎÉÎÁ, ÓÔÒÏÇÏÊ ŒÅÒÓÉÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÌÉÎÉÉ É ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÉÚ ĂîÁÞÁÌĄ åŒËÌÉÄÁ (ĂËÏÎÃÙ ÖÅ ÌÉÎÉÉ | ÔÏÞËÉ ⟨: : :⟩ ËÏÎÃÙ ÖÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔÉ | ÌÉÎÉÉĄ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.10. ðÕÓÔØ X | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÃÅÐÏÞËÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÎÅÐÕ- ÓÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ X_0 ⊂ X_1 ⊂ : : : ⊂ X_n = X;

Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÉÅ.

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÅÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÁË ÍÁËÓÉÍÕÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÅÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ- ÐÏÎÅÎÔ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ).

œŒÉÄÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 10.9 ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÑÚÙË ÐÒÏ- ÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ ËÏÌØÃÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÅÓÔØ Œ ÌÀÂÙÈ ËÏÌØÃÁÈ, ÔÏ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÔÅÐÅÒØ ÄÁÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÈ ËÏÌÅÃ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.11. ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ A. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ŒÙÓÏÔÏÊ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ht(p)) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÃÅÐÏÞËÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ

p_0 ⊂ p_1 ⊂ : : : ⊂ p_n = p;

Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÉÅ.

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍ ŒÙÓÏÔ ÅÇÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

éÚ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ËÏÌØÃÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÏÌÑ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, Á ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ ŒÓÑËÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÏ- ËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÒÁŒÎÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÙÓÏÔÅ ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ.

œÙÓÏÔÁ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÉÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÁ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. ÇÌÁŒÕ 11 áÔØÉ É íÁËÄÏ- ÎÁÌØÄÁ), ÞÔÏ Œ ÎčÔÅÒÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ŒÙÓÏÔÁ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ËÏ- ÎÅÞÎÁ, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ŒÓÑËÏÇÏ ÎčÔÅÒÏŒÁ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ËÏÎÅÞÎÁ. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÒÉÍÅÒÙ ÎčÔÅÒÏŒÙÈ ËÏÌÅÃ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. íÙ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ ÒÅÇÕÌÑÒ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÓÅÇÄÁ ËÏÎÅÞÎÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.12. åÓÌÉ A ⊂ B | ÃÅÌÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ, ÔÏ dim A = dim B.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÐÕÎËÔÁ (ii) ÔÅÏÒÅÍÙ 9.8 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ dim B ⩾ dim A, Á ÉÚ ÐÕÎËÔÁ (iv) ÔÏÊ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÙ | ÞÔÏ dim B ⩽ dim A.

îÁÊÄÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.13. ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ. ôÏÇÄÁ dim k[X_1; : : :; X_n] = n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÉÄÕ ÎÁÌÉÞÉÑ ÃÅÐÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ

(0) ⊂ (X_1) ⊂ (X_1; X_2) : : : ⊂ : : : (X_1; : : :; X_n)

ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n; ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕ- ÞÅÎÉÅ ŒÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ.

âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ dim k[X_1; : : :; X_n] = n ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n, ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÉ n = 0 É n = 1 ÏÞÅŒÉÄÎÙ ÓÍ. ŒÙÛÅ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÓÌÕ- ÞÁÑ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ n ÐÅÒÅÓÍÅÎÎÙÈ ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ, ÞÔÏ Œ k[X_1; : : :; X_n] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ

0 = p_0 ⊂ p_1 ⊂ : : : ⊂ p_{n+1}:

œÙÂÅÒÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ f ∈ p_1 \ p_0 É ÐÏÌÏÖÉÍ A = k[X_1; : : :; X_n]=(f). ñÓÎÏ, ÞÔÏ dim A ⩾ n. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, A | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅ- ÂÒÁ ÎÁÄ k, ÐÒÉÞÅÍ ÅÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ —X_1; : : :; —X_n ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁŒÉÓÉÍÙ ÎÁÄ k (ÏÎÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ f( —X_1; : : :; —X_n) = 0). ïÂÒÁÝÁ- ÑÓØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÌÅÍÍÙ îčÔÅÒ Ï ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄËÏÌØÃÏ k[y_1; : : :; y_m], ÇÄÅ m ¡ n, y_1; : : :; y_m ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É A ÃÅÌÏ ÎÁÄ k[y_1; : : :; y_m]. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË- ÃÉÉ ÉÍÅÅÍ dim k[y_1; : : :; y_m] = m; ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 10.12 ÉÍÅÅÍ É dim A = m ¡ n | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.14. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÁÄ ÐÏ- ÌÅÍ ŒÓÅÇÄÁ ËÏÎÅÞÎÁ; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÇÄÁ ËÏÎÅÞÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÍÅÄÌÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.13, ÌÅÍÍÙ îčÔÅÒ Ï ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.12.