11. äÉÓËÒÅÔÎÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ËÏÌØÃÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.1. ðÕÓÔØ A ⊂ B | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ.

ãÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ A Œ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ B, ÃÅÌÙÈ ÎÁÄ A.

ëÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÙÍ Œ B, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ- ÃÁ B, ÃÅÌÙÊ ÎÁÄ A, ÌÅÖÉÔ Œ A.

ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÃÅÌÏÚÁ- ÍËÎÕÔÏ Œ ÓŒÏÅÍ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÌØÃÏ ZÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ Œ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÅ: ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÅÄÉÎÉÃÁ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.2. œÓÑËÏÅ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ.

(ïÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅŒÅÒÎÏ; ÐÒÉÍÅÒÙ ÐÏÑŒÑÔÓÑ ÐÏÚÄÎÅÅ.)

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒÙ ËÏÌØÃÁ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÙÍ. ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ, É ÐÕÓÔØ ff; fi ∈ k^n | ÄŒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ. ðÏÌÏÖÉÍ B = k[X_1; : : :; X_n], É ÐÕÓÔØ A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f ∈ B , ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÙÈ f(ff) = f(fi). ôÏÇÄÁ A ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ Õ A É B ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ (ÅÓÌÉ ’ | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÏÂÒÁÝÁ- ÀÝÉÊÓÑ Œ ÎÕÌØ É Œ ff, É Œ fi, ÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÄÒÏÂØ g=h, ÇÄÅ g; h ∈ B, ÒÁŒÎÁ g’=h’), ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ B ÃÅÌÏ ÎÁÄ A: ÅÓÌÉ f | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÔÏ (f − f(a))(f − f(b)) = ’ ∈ A, ÔÁË ÞÔÏ (f − f(a))(f − f(b)) − ’ = 0 | ÃÅÌÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄÌÑ f ÎÁÄ A.

œÏÔ ÓÐÉÓÏË ÐÒÏÓÔÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÏÌÅÃ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.3. 1) åÓÌÉ A | ÐÏÄËÏÌØÃÏ Œ ÐÏÌÅ K, ÔÏ ÃÅÌÏÅ ÚÁ- ÍÙËÁÎÉÅ A Œ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÙÍ ËÏÌØÃÏÍ.

2) åÓÌÉ A | ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏÅ ËÏÌØÃÏ É S ⊂ A | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÏ S^{−1}A ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ.

3) åÓÌÉ {A_ff} | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄËÏÌÅÃ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏÌÑ K, ÔÏ ⋂ ff A_ff | ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏÅ ËÏÌØÃÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (1) ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÃÅÌÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (2) ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ K ÃÅÌÏ ÎÁÄ S^{−1}A, ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

x^n + (a_1=s)x^{n−1} + : : : + (a_n=s);

ÇÄÅ a_i ∈ A, s ∈ S. õÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ s^n, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ sx ÃÅÌÏ ÎÁÄ A, ÏÔËÕÄÁ sx ∈ A É x ∈ S^{−1}A.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (3) | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

ðÏÎÑÔÉÅ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÙÍ ÄÌÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÏ ÐÏÎÑÔØ ÅÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÎÅ ÔÁË ÐÒÏÓÔÏ. íÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÚÕÞÉÍ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ | ÔÁË ÎÁÚÙŒÁ- ÅÍÙÅ ËÏÌØÃÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.4. ðÕÓÔØ K | ÐÏÌÅ. äÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÎÁ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v : K → Z∪ {∞}, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

1) v(x) = ∞ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x = 0;

2) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ v|_K∗ : K^∗ → ZÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ;

3) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ K ÉÍÅÅÍ

v(v + y) ⩾ min(v(x); v(y)):

ðÒÉÍÅÒÙ 11.5. 1) ðÕÓÔØ K = Q É p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. åÓÌÉ x ∈ Q^∗ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ p^rm=n, ÇÄÅ m É n ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ Ó p, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ v(x) = r.

2) ðÕÓÔØ O | ËÏÌØÃÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ŒÉÄÁ ∑ n⩾0 a_nz^n Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ (Ô. Å. ËÏÌØÃÏ ÒÏÓÔËÏŒ ÇÏÌÏÍÏÒÆ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ) É K | ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ O (Ô. Å. ÐÏÌÅ ÒÑÄÏŒ ìÏÒÁÎÁ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ËÏ- ÎÅÞÎÏÊ ÇÌÁŒÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ). åÓÌÉ f ∈ K^∗ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ z^r’, ÇÄÅ ’ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ É ’(0) ≠ 0, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ v(f) = r.

åÓÌÉ v | ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÁ ÐÏÌÅ K, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ

O_v = {x ∈ K | v(x) ⩾ 0}; m_v = {x ∈ K | v(x) ¿ 0}:

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ O_v | ËÏÌØÃÏ É m_v | ÉÄÅÁÌ Œ O_v. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ O_v \ m_v ÉÍÅÅÍ v(x) = v(x^{−1}) = 0, ÔÁËÏÊ x ÏÂÒÁÔÉÍ Œ O_v . ðÏÜÔÏÍÕ O_v | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m_v. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ O_v.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.6. ðÕÓÔØ v | ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÁ ÐÏÌÅ K. åÓÌÉ v(x) ≠ v(y), ÔÏ v(x + y) = min(v(x); v(y)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ v(y) ¿ v(x), ÔÁË ÞÔÏ v(x) ⩽ v(x + y). úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ 2v(−1) = v((−1)^2) = v(1) = 0, ÏÔËÕÄÁ v(−1) = 0 É v(−x) = v(x), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ v(x) = v((x + y) + (−y)) ⩾ min(v(x + y); v(−y)) = min(v(x + y); v(y)):

ðÏÓËÏÌØËÕ v(x) ¡ v(y), ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ v(x) ⩾ v(x + y), ÏÔËÕÄÁ v(x) = v(x + y).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.7. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÄÉÓËÒÅÔ- ÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÅÇÏ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ v, ÞÔÏ A = O_v .

ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ËÏÌÅÃ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉ- ÒÏŒÁÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.8. ðÕÓÔØ v | ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÁ ÐÏÌÅ K É O_v ⊂ K | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ËÏÌØÃÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m_v . ôÏÇÄÁ:

(1) éÄÅÁÌ m_v ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ß ∈ O_v. (2) œÓÑËÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ O_v ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (ß^r) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r ⩾ 0.

(3) ëÏÌØÃÏ O_v ÎčÔÅÒÏŒÏ. (4) dim O_v = 1.

(5) ëÏÌØÃÏ O_v ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ` = v(K^∗) ⊂ ZÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕ- ÌÅŒÏÊ, ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ dZ, ÇÄÅ d = min_{x∈K}∗ |v(x)|. åÓÌÉ v(ß) = d, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ O_v ÉÍÅÅÍ v(x=ß) ⩾ 0, Ô. Å. x=ß ∈ O_v ; ÜÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ (1).

åÓÌÉ a | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ O_v É m = rd | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ v(x) ÄÌÑ x ∈ a, ÄÏÓÔÉÇÁÅÍÏÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÅ x_0 ∈ a, ÔÏ x_0 = ß^ru, ÇÄÅ v(u) = 0 (Ô. Å. u ∈ O^∗_v ); ÏÔÓÀÄÁ a = (x_0) = (ß^r), ÞÅÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ (2).

(3) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÚ (2). ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ O_v , ÏÔÌÉÞ- ÎÙÊ ÏÔ m_v, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (ß^r), ÇÄÅ r ¿ 1, ÔÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ O_v ÓÕÔØ m_v É {0}; ÜÔÉÍ ÄÏËÁ- ÚÁÎÏ (4).

ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅÃ, x ∈ K ÃÅÌ ÎÁÄ O_v , Ô. Å.

x^m = a_1x^{m−1} + a_2x^{m−2} + : : : + a_m; (11.1)

ÇÄÅ v(a_i) ⩾ 0. åÓÌÉ v(x) = l ¡ 0, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ v ÎÁ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (11.1) ÒÁŒÎÏ ml, Á ÎÁ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ⩾ m(l + 1) ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ 11.6 | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. úÎÁÞÉÔ, v(x) ⩾ 0, ÞÅÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ (5). (íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÔÁËÖÅ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ŒŒÉÄÕ (4) ËÏÌØÃÏ O_v | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.)

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÀ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.9. ðÕÓÔØ A | ÎčÔÅÒÏŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÍÁË- ÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m É ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ k = A=m. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ dim A = 1. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(1) A ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ;

(2) ÉÄÅÁÌ m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ; (2’) dim_k (m=m^2) = 1;

4) A | ËÏÌØÃÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÞÎÅÍ Ó ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 11.10. ðÕÓÔØ A | ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ÎčÔÅÒÏŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ m. åÓÌÉ a | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ A, ÔÏ m^n ⊂ a ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ¿ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÑŒÓÔŒÕÅÔ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ A=a ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ —m | ÏÂÒÁÚ ÉÄÅÁÌÁ m. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, —m = r(A=a). ôÁË ËÁË m ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ, ÔÅÐÅÒØ ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÑ 2.10.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÓÔÕÐÉÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. éÍÐÌÉËÁÃÉÑ (4) ⇒ (1) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 11.9, Á ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ (2) ⇔ (2^′) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ îÁËÁÑÍÙ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.5), ÔÁË ËÁË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (1) ⇒ (2). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ A. ðÕÓÔØ f ∈ m | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ôÁË ËÁË dim A = 1 É A ÃÅÌÏÓÔ- ÎÏ, m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ dim(A=(f)) = 0, É ŒŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ m^n ⊂ (f) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ¿ 0. œÙ- ÂÅÒÅÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ n Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, É ÐÕÓÔØ g ∈ m^{n−1} \ (f). íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ f=g ∈ K ÌÅÖÉÔ Œ A É ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ m. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ x = g=f. ðÏÓËÏÌØËÕ g ∈ m^{n−1}, ÉÍÅÅÍ gm ⊂ m^n ⊂ fA, ÏÔ- ËÕÄÁ xm ⊂ A. ñÓÎÏ, ÞÔÏ xm ÑŒÌÑÅÔÓÑ A-ÍÏÄÕÌÅÍ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ Œ A. åÓÌÉ ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ, ÔÏ xm ⊂ m; ÐÏÓËÏÌØËÕ m ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÏÞÎÙÍ A[x]-ÍÏÄÕÌÅÍ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ x ÃÅÌÏ ÎÁÄ A É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ x ∈ A ŒŒÉÄÕ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, g ∈ (f), ÞÔÏ ÐÒÏ- ÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÎÁÛÅÍÕ ŒÙÂÏÒÕ g. úÎÁÞÉÔ, xm | ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, Ô. Å. xm = A ⇒ m = x^{−1}A = (f=g)A.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÀ (2) ⇒ (4). ðÕÓÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ (2); ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ ÉÄÅÁÌÁ m ÞÅÒÅÚ ß (ÔÁËÕÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÕÎÉÆÏÒÍÉÚÕÀÝÅÊ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ a ⊂ A ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ m^r = (ß^r) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r ¿ 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÒÕÌÌÑ (ÔÅÏÒÅÍÁ 8.10) ÉÍÅÅÍ ⋂ n⩾1 m^n = {0}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ r ¿ 0, ÞÔÏ a ⊂ m^r, a ⊄ m^{r+1}. ðÕÓÔØ f ∈ a \ m^{r+1}; ÔÏÇÄÁ f = uß^r, ÐÒÉÞÅÍ u ∈ A \ m (Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÙÌÏ ÂÙ f ∈ m^{r+1}); ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, u | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ A, ÏÔËÕÄÁ ß^r = u^{−1}f ∈ a, ÔÁË ÞÔÏ É (ß^r) ⊂ a; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, a = (ß^r).

ðÏËÁÖÅÍ, ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ Œ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ËÏÌØÃÏ A ÃÅÌÏÓÔÎÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (ß^r), ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ËÒÏÍÅ (ß) = m, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ dim A = 1, Œ ËÏÌØÃÅ A ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÅÝÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, É ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÅŒÙÍ. úÎÁÞÉÔ, ÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ A ÐÒÏÓÔ, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ A.

ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÄÌÑ f ∈ A \ {0}, v(f) = min_{f ∈m}r r (Á ÔÁËÖÅ v(0) = ∞). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÒÕÌÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÏÒÒÅËÔ- ÎÏ, É ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (1){(3) ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ 11.4. åÓÌÉ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ v ÎÁ ŒÓÅ K ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ v(f=g) = v(f) − v(g), ÔÏ ÉÍÅÅÍ v(ß^ru) = u, ÅÓÌÉ u | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ A. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ v ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ É ÞÔÏ A = O_v.