2. ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ

üÔÁ ÌÅËÃÉÑ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÉÀ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ, ÉÇÒÁÀÝÅÍÕ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉ- ËÁÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÄŒÕÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

1) 1 ∈ S;

2) ÅÓÌÉ s ∈ S, t ∈ S, ÔÏ st ∈ S.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A É S ⊂ A | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁ- ÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ S^{−1}M ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ.

(1) ëÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, S^{−1}M ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÆÁËÔÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ m=s (ÇÄÅ m ∈ M, s ∈ S) ÐÏ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ:

(m_1=s_1 ∼ m_2=s_2) ⇔ (∃t ∈ S : t(s_2m_1 − s_1m_2) = 0):

(2) åÓÌÉ m_1=s_1 É m_2=s_2 | ÄÒÏÂÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ S^{−1}M, ÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÄÒÏÂÉ (s_2m_1 + s_1m_2)=s_1s_2 (ËÁË ÐÒÉ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ÄÒÏÂÅÊ).

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÞÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ S^{−1}M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ (ÎÕÌÅÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÒÏÂØ 0=1); ŒÓÅ ÜÔÉ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ. ðÏ ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ ÞÉÔÁ- ÔÅÌØ ÕÂÅÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÂÏÌÅÅ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÒÏÂÅÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (m_1=s_1 ∼ m_2=s_2) ⇔ s_2m_1 − s_1m_2 = 0 ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ.

œÏÚØÍÅÍ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ A-ÍÏÄÕÌÑ M ÓÁÍÏ ËÏÌØÃÏ A. ôÏÇÄÁ ÎÁ A ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

(a_1=s_1) · (a_2=s_2) = (a_1a_2)=(s_1s_2);

ÞÉÔÁÔÅÌØ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÐÒÅ- ŒÒÁÝÁÅÔ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ S^{−1}A Œ ËÏÌØÃÏ. üÔÏ ËÏÌØÃÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØ- ÃÏÍ ÞÁÓÔÎÙÈ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ S ÉÌÉ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ A ÐÏ S. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A, ÔÏ ÎÁ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ S^{−1}M ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ S^{−1}A-ÍÏÄÕÌÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

(a=s) · (m=t) = (am=st)

(ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ). íÏÄÕÌØ S^{−1}M ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ M ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ S ÉÌÉ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ M ÐÏ S.

ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ËÏÌÅÃ É ÍÏÄÕÌÅÊ ÞÁÓÔÎÙÈ; ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÆÁËÔÏŒ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉÔÁ- ÔÅÌÀ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

(1) üÌÅÍÅÎÔ m=s ∈ S^{−1}M ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ tm = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ t ∈ S.

(2) åÓÌÉ A ÓÏÓÔÏÉÔ ÎÅ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÎÕÌÑ É 0 =∈ S, ÔÏ S^{−1}A ÓÏÓÔÏÉÔ ÎÅ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÎÕÌÑ.

(3) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ a → a=1 ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A → S^{−1}A (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÅÇÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ).

(4) åÓÌÉ ’: M → N | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÏ

’_∗ : m=s → ’(m)=s

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ S^{−1}M Œ S^{−1}N (ËÁË S^{−1}A-ÍÏÄÕÌÅÊ).

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÉÖÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ËÏÌÅÃ ÞÁÓÔÎÙÈ, ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÁËÖÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, ÕÍÅÓÔÎÏ ŒÙÄÅÌÉÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÔ- ÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2. ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ, S ⊂ A | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É ’: A → S^{−1}A | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅÃ : A → B, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÇÏ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ (s) ÏÂÒÁÔÉÍÏ Œ B ÄÌÑ ŒÓÅÈ s ∈ S, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ȷ : S^{−1}A → B, ÄÅÌÁÀÝÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

A^’ � � � � � S^{−1}A ȷ � � � B ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ.

çÏŒÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, S^{−1}A | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÌØÃÁ A, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ; ÅÓÌÉ Õ A ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÜÔÉ ÓÌÏŒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÂÕËŒÁÌØÎÏ, ÎÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÎÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÅ-ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ĂÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉĄ ÍÏÖÅÔ ÐÏÎÁÄÏ- ÂÉÔØÓÑ ÏÔÐÒÁŒÉÔØ Œ ÎÕÌØ; ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.2 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÒÒÅËÔÎÏÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ ÓÌÏŒ Ï ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÇÏÄÉÔÓÑ É Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

åÝÅ ÏÄÎÏ ÈÏÒÏÛÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÎčÔÅÒÏŒÏÓÔØ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3. åÓÌÉ M | ÎčÔÅÒÏŒ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A É S ⊂ A | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÏ S^{−1}M | ÎčÔÅÒÏŒ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ S^{−1}A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÞÎÅÍ Ó ÌÅÍÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÁÍ É Œ ÄÁÌØ- ÎÅÊÛÅÍ.

ìÅÍÍÁ 2.4. ðÕÓÔØ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A É S ⊂ A | ÍÕÌØÔÉ- ÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ) M → S^{−1}M, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ m → m=1, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ’.

(1) åÓÌÉ P ⊂ M | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ (ÎÁÄ A), ÔÏ S^{−1}A · ’(P ) (ÔÏ ÅÓÔØ S^{−1}A-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ S^{−1}M, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ’(P )) ÉÚÏÍÏÒ- ÆÅÎ S^{−1}P .

(2) åÓÌÉ N | S^{−1}A-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ S^{−1}M, ÔÏ ’^{−1}(N) ÑŒÌÑÅÔÓÑ A- ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ Œ N É N ÐÏÒÏÖÄÅÎ (ËÁË S^{−1}A-ÍÏÄÕÌØ) ÓŒÏÅÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ’(’^{−1}(N)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. (1) ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ S^{−1}P Œ S^{−1}A· ’(P ) ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ p=s → s^{−1} · (p=1); ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ S^{−1}A- ÍÏÄÕÌÑ S^{−1}A·’(P ) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ p=s, ÇÄÅ p ∈ P , s ∈ S (ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ), ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, Á ÅÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ.

(2) åÓÌÉ m=1 ∈ N, ÔÏ É (a=1)(m=1) = am=1 ∈ N, ÔÁË ÞÔÏ ’^{−1}(N) ÑŒÌÑÅÔÓÑ A-ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ Œ N; ÄÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ m=s ∈ N, ÔÏ m=1 = (s=1)(m=s) ∈ N, ÔÁË ÞÔÏ m ∈ ’^{−1}(N), É m = (1=s)(m=1), ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁ- ÅÔ, ÞÔÏ N ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ’(’^{−1}(N)); ÏÂÒÁÔÎÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ N_1 ⊂ N_2 ⊂ : : : | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ Œ S^{−1}M. ôÏÇÄÁ ÃÅÐÏÞËÁ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ ’^{−1}(N_1) ⊂ ’^{−1}(N_2) ⊂ : : : Œ M ÓÔÁÂÉ- ÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ ŒŒÉÄÕ ÎčÔÅÒÏŒÏÓÔÉ M, ÔÁË ÞÔÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ É ÃÅÐÏÞËÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ’(’^{−1}(N_1)) ⊂ ’(’^{−1}(N_2)) ⊂ : : : Œ S^{−1}M; ÐÏÓËÏÌØËÕ ’(’^{−1}(N_i)) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ N_i ËÁË S^{−1}A-ÍÏÄÕÌØ, ÃÅÐÏÞËÁ N_1 ⊂ N_2 ⊂ : : : ÔÁËÖÅ ÓÔÁÂÉÌÉ- ÚÉÒÕÅÔÓÑ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.5. åÓÌÉ A | ÎčÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ É S ⊂ A | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁ- ÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÏ ËÏÌØÃÏ S^{−1}A ÔÏÖÅ ÎčÔÅÒÏŒÏ.

œÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÏÂÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.6. ðÕÓÔØ S ⊂ A | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A-ÍÏÄÕÌÅÊ

E_1^ff−→ E_2^fi−→ E_3

ÔÏÞÎÁ. ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

S^{−1}E_1^{ff∗}−→ S^{−1}E_2^{fi∗}−→ S^{−1}E_3

ÔÁËÖÅ ÔÏÞÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ker fi_∗ ⊂ Im ff_∗. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ fi_∗(m=s) = 0. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ tfi(m) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ t ∈ S; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, fi(tm) = 0 É tm = ff(m^′) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m^′ ∈ E_1. ïÔÓÀÄÁ m=s = tm=st = ff_∗(m^′=st), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.6 ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ S^{−1}(M=M^′) ≃ S^{−1}M=S^{−1}M^′ (ĂÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÅÊĄ).

ðÒÉÍÅÒÙ

åÓÌÉ A | ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ É S = A \ {0}, ÔÏ S^{−1}A | ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ A. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÇÏ S ⊂ A\{0} ËÏÌØÃÏ S^{−1}A ÂÕÄÅÔ Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔ- ÎÙÈ ËÏÌØÃÁ A; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ŒÓÑËÁÑ (ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ) ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ.

ðÕÓÔØ p ⊂ A | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S = A \ p ÍÕÌØ- ÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏ; ËÏÌØÃÏ ÞÁÓÔÎÙÈ S^{−1}A ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ A_p É ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ËÏÌØÃÁ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ p .

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.6 Ë ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0 → p → A → A=p → 0

É ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ S = A \ p, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ k(p) (ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ A=p) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÕ A_p=pA_p (ÇÄÅ pA_p | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÏÂÒÁÚÏÍ p Œ A_p).

ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅÃ, f ∈ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ É S ⊂ A | ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ É ŒÓÅÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f; ËÏÌØÃÏ ÞÁÓÔÎÙÈ S^{−1}A ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ A_f .

ëÏÌØÃÏ A_f ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÕ A[T ]=(fT − 1): ÜÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ËÏÌÅÃ ÞÁÓÔÎÙÈ, ÄÁÎÎÏÇÏ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÉ 2.2, ÐÏÓËÏÌØËÕ A[T ]=(fT − 1) ÏÂÌÁÄÁÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÅÍ ÖÅ ÕÎÉŒÅÒ- ÓÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ É A_f .

ëÏÌØÃÏ A_f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ f^n = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ¿ 0 (ÜÌÅÍÅÎÔÙ f, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍÉ).

ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ É ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.7. ðÕÓÔØ S | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ËÏÌØÃÅ A É ’: A → S^{−1}A | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ:

(1) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’^∗ : p → ’^{−1}(p) ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÌØÃÁ S^{−1}A É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÌØÃÁ A, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Ó S.

(2) åÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Spec(S^{−1}A) Ó ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏÍ Œ Spec(A) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ, ÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÎÁ Spec(S^{−1}A) ÂÕ- ÄÅÔ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ ÎÁ Spec(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ a | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ S^{−1}A. ìÅÍÍÁ 2.4 (ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ M = A) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ a ËÁË ÉÄÅÁÌ Œ S^{−1}A ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ’(’^{−1}(a)), ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ a → ’^{−1}(a) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ (ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÏÏÂÝÅ ŒÓÅÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ), ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ a | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ S^{−1}A, ÔÏ ’^{−1}(A) ∩ S = ∅. äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ p ⊂ A | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊÓÑ Ó S, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ q ÉÄÅÁÌ ’(p) · S^{−1}A (Ô. Å. ÉÄÅÁÌ Œ A, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ’(p)). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ q | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ É ÞÔÏ ’^{−1}(q) = p. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 2.4 ÉÍÅÅÍ q ≃ S^{−1}p; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → p → A → A=p → 0

ÔÏÞÎÁ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.6 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÁ É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → q → S^{−1}A → S^{−1}(A=p) → 0;

ÔÁË ÞÔÏ (S^{−1}A)=q ≃ S^{−1}(A=p). ðÏÓËÏÌØËÕ p | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, ËÏÌØÃÏ A=p ÃÅÌÏÓÔÎÏ; ÚÎÁÞÉÔ, ÃÅÌÏÓÔÎÏ É ËÏÌØÃÏ A=q, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÅÇÏ ÌÏËÁÌÉ- ÚÁÃÉÅÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ q ÐÒÏÓÔ.

åÓÌÉ f ∈ ’^{−1}(q), ÔÏ f=1 = f^′=s, ÇÄÅ f^′ ∈ p, s ∈ S, ÏÔËÕÄÁ t(sf − f^′) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ t ∈ S. ðÏÓËÏÌØËÕ p ∩ S = ∅, ÉÍÅÅÍ t =∈ p, ÏÔËÕÄÁ sf − f^′ = f^{′′} ∈ p. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, sf ∈ p É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ f ∈ p (ÔÁË ËÁË s =∈ p); ÚÎÁÞÉÔ, ’^{−1}(q) = p É ÐÅÒŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅÃ, f=s ∈ S^{−1}A. éÚ ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ q ⊂ S^{−1}A (Ó ÎÅÉÚÂÅÖÎÏÓÔØÀ ÉÍÅÀÝÉÊ ŒÉÄ S^{−1}p, ÇÄÅ p = ’^{−1}(q))ÓÏÄÅÒÖÉÔ f=s ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ p ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ f. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÂÒÁÚ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ D(f=s) ⊂ Spec(S^{−1}A) ÅÓÔØ D(f) ∩ ’^∗(Spec A), ÞÅÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÑÈ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÌÁŒÎÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Spec’Á).

åÓÌÉ, Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, p | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ A, ÔÏ ÉÄÅÁÌ ’(p)A_p ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ S^{−1}p (ÂÌÁÇÏ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÏÎ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÔÁËÏÍÕ S^{−1}A-ÍÏÄÕÌÀ).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÇÏ Ë A_f , ŒÙ- ÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ D(f) ⊂ Spec(A) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Spec(A_f ).

œÏÔ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.7.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.8. ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ. üÌÅÍÅÎÔ f ∈ A ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÁÈ ËÏÌØÃÁ A.

(îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÅÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ f^n = 0, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ⊂ A ÉÍÅÅÍ f^n ∈ p, ÏÔËÕÄÁ f ∈ p.

åÓÌÉ, ÎÁÐÒÏÔÉŒ, f ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÔÏ ËÏÌØÃÏ A_f ÎÅÎÕ- ÌÅŒÏÅ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ; ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.7 ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ Œ A ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ f.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.9. ðÕÓÔØ a ⊂ A | ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ

{f ∈ A | ∃n : f^n ∈ a} = ⋂ p⊃a p ÐÒÏÓÔ p:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.8 Ë ËÏÌØÃÕ A=a.

éÄÅÁÌ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ Œ ÓÌÅÄÓÔŒÉÉ 2.9 (ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÒÏ- ÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ a), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÏÍ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÒÁÄÉËÁÌÏÍ) ÉÄÅÁÌÁ a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ r(a). îÉÌØÒÁÄÉËÁÌ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ËÏÌØÃÁ A (Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÏÎÏ ÖÅ ÐÅÒÅ- ÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÏÍ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÒÁÄÉËÁÌÏÍ) ËÏÌØÃÁ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ r(A) (ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÎÅÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.10. ðÕÓÔØ a É b | ÉÄÅÁÌ Œ ÎčÔÅÒÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ A. ôÏ- ÇÄÁ b ⊂ r(a) Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ b^n ⊂ a ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ¿ 0.

(îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ b^n | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÑÍÉ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÄÅÁÌÁ b.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ r(a)^n ⊂ a ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏ- ÇÏ n. åÓÌÉ ÉÄÅÁÌ r(a) ÐÏÒÏÖÄÅÎ k ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ É ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÓÔÅÐÅÎÉ l ÌÅÖÉÔ Œ ÉÄÅÁÌÁ a, ÔÏ ÍÏÖÎÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÔØ n = kl + 1.