5. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ: ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÏÄÕ- ÌÅÊ íÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÏÄÕÌÅÊ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÏÓÔÏÑÔØ ÔÏÌØ- ËÏ ÉÚ ÎÕÌÑ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ĂÌÏËÁÌØÎÙÍÉĄ: ÏÎÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÅÇÏ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÊ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÓÐÅËÔÒÁ. îÁ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ŒÙÑÓÎÉÍ, ÞÔÏ, ÈÏÔÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ĂÂÙÔØ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍĄ ÌÏËÁÌØÎÙÍ É ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ Œ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.1. íÏÄÕÌØ P ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ß : M → N É ŒÓÑËÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f : P → N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ g : P → M, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ß ∘ g = f: P f � g � � � � M_ß � � N:

ðÒÉÍÅÒ 5.2. œÓÑËÉÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ {e_i} | ÂÁÚÉÓ ÍÏÄÕÌÑ P É f(e_i) = n_i, ÔÏ ŒŒÉÄÕ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ß ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ m_i ∈ M, ÞÔÏ ß(m_i) = n_i, É ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ g(e_i) = m_i.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.3. íÏÄÕÌØ P ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÏÄÕÌØ Q, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ P ⊕Q | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÍÏÄÕÌØ P ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ, É ÐÕÓÔØ ß : F ↠ P | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÍÏÄÕÌØ F ÓŒÏÂÏÄÅÎ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 5.1 (Œ ËÏÔÏ- ÒÏÍ ÐÏÌÏÖÅÎÏ M := F; f := id) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ g : P → F , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ß ∘ g = id_P . ïÔÓÀÄÁ, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P ⊕ Ker(ß) ≃ F .

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ F ≃ P ⊕ Q | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÒÏÅËÔÉÑ p: F → P É ĂÓÅÞÅÎÉÅĄ s: P → F , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ p ∘ s = id_P . åÓÌÉ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍÓÑ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 5.1, ÔÏ (ŒŒÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ~g : F → M, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ß ∘ ~g = f ∘ p; ÅÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÌÏÖÉÔØ g = ~g ∘ s, ÔÏ

ß ∘ g = ß ∘ ~g ∘ s = f ∘ p ∘ s = f ∘ id_P = f:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.4. åÓÌÉ S ⊂ A | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÎÓÔŒÏ É P | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ S^{−1}P | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ S^{−1}A-ÍÏÄÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ P ⊕ Q = F | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ S^{−1}P ⊕ S^{−1}Q = S^{−1}F , É S^{−1}F | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ S^{−1}A-ÍÏÄÕÌØ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ŒÓÑËÉÊ ÍÏÄÕÌØ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ: ÅÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, A | ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÔÏ ÎÉËÁËÏÊ ÍÏÄÕÌØ Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, A=a, ÇÄÅ a | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ) ÎÅÌØÚÑ ÄÁÖÅ ŒÌÏÖÉÔØ Œ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÔÁËÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÎÅ ÂÕÄÅÔ

ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ, ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ (ÈÏÔÑ É ÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÊ) ÐÒÉÍÅÒ: ÐÕÓÔØ p É q | ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É n = pq. ôÏÇÄÁ Z=pZ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ Z=nZ, ÎÏ ÜÔÏÔ ÍÏÄÕÌØ, ÂÅÓÓÐÏÒÎÏ, ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ, ÔÁË ËÁË Z=nZ≃ Z=pZ⊕ Z=qZ. ðÒÉÍÅÒ ÂÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÊ: ÐÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, A | ËÏÌØÃÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ (ÓËÁÖÅÍ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÙÈ) ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X É E | (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ) ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ X. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ M_E ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E, ÔÏ M_E ÑŒÌÑÅÔÓÑ A-ÍÏÄÕÌÅÍ; ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÐÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÏÄÕÌØ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E^′, ÞÔÏ E ⊕ E^′ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, ÍÏÄÕÌØ M_E ⊕ M_E′ ÓŒÏÂÏÄÅÎ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ M_E ÐÒÏÅË- ÔÉŒÅÎ, É ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, ÔÏ ÍÏÄÕÌØ M_E ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ, ÎÏ ÎÅ ÓŒÏÂÏÄÅÎ. äÒÕÇÉÅ (ÂÏÌÅÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ) ÐÒÉÍÅÒÙ ÐÏÑŒÑÔÓÑ Õ ÎÁÓ ÐÏÚÖÅ.

æÕÎËÔÏÒ Hom

åÓÌÉ M É N | ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A, ÔÏ ÞÅÒÅÚ Hom_A(M; N) ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÉÚ M Œ N. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ (ÅÓÌÉ ’; ∈ Hom_A(M; N), ÔÏ ’ + : m → ’(m)+(m)) É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, A-ÍÏÄÕÌÑ (ÅÓÌÉ a ∈ A É ’ ∈ Hom_A(M; N), ÔÏ a’: m → a·’(m); ÐÒÉ ÐÒÏŒÅÒËÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ a’ | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ A).

åÓÌÉ M, M^′, N É N^′ | ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ A, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ g : N → N^′ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (A-ÍÏÄÕÌÅÊ) Hom(1; g): Hom_A(M; N) → Hom_A(M; N^′), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ’ → g ∘ ’, É ŒÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ h: M → M^′ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ Hom(h; 1): Hom(M^′; N) → Hom(M; N), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ’ → ’ ∘ h.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.5 (ÔÏÞÎÏÓÔØ ÓÌÅŒÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ Hom). åÓÌÉ

0 → N^{′′ ff}−→ N^fi−→ N^′

| ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ M ÔÏÞÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → Hom_A(M; N^{′′})^{Hom(1;ff)}

−−−−−−→ Hom_A(M; N)^{Hom(1;fi)}−−−−−−→ Hom_A(M; N^′):

åÓÌÉ M^{′′ ff}−→ M^fi−→ M^′ → 0 (5.1) | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ N ÔÏÞÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → Hom(M^′; N)^{Hom(fi;1)}

−−−−−−→→ Hom(M; N)^{Hom(ff;1)}−−−−−−→ Hom(M^{′′}; N):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÏÞÎÏÓÔØ Œ ÞÌÅÎÅ Hom(M; N) ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ðÕÓÔØ ’: M → N É Hom(ff; 1)(’) = 0. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ’ ∘ ff = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ ÎÁ Im(ff) = Ker(fi) (ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÌÉÓØ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (5.1)). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ : M^′ → N, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ m^′ → ’(m), ÇÄÅ fi(m) = m^′, ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ, É ÉÍÅÅÍ ∘ fi = Hom(fi; 1)() = ’.

óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.5 ÎÅÌØÚÑ ÕÓÉÌÉÔØ: ÅÓÌÉ E_1 → E_2 → E_3 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ ÎÅŒÅÒÎÏ ÎÉ ÔÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÇÏ M ÔÏÞÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

Hom_A(M; E_1) → Hom_A(M; E_2) → Hom_A(M; E_3);

ÎÉ ÔÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ N ÔÏÞÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

Hom_A(E_3; N) → Hom_A((E_2; N) → Hom_A(E_1; N):

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÓÌÏŒÉÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ E_1 → E_2 → 0 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Hom_A(M; E_1) → Hom_A(M; E_2) → 0, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÐÏ ÔÏÞÎÏÍÕ ÓÍÙÓÌÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 5.1, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ M ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ, Á ÎÅ ŒÓÑËÉÊ ÍÏÄÕÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ.

íÏÄÕÌÉ I, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → E_1 → E_2 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Hom(E_2; I) → Hom(E_1; I) → 0 ÔÁËÖÅ ÔÏÞÎÁ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍÉ; Œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÒÅÞÉ Ï ÎÉÈ ÎÅ ÂÕÄÅÔ.

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÏÄÉÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï ÓŒÑÚÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Hom Ó ÌÏËÁÌÉÚÁ- ÃÉÅÊ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ S | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ËÏÌØÃÅ A, É ÐÕÓÔØ M É N | ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ A. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ S^{−1}A- ÍÏÄÕÌÅÊ ’: S^{−1} Hom_A(M; N) → Hom_S−1_A(S^{−1}M; S^{−1}N) (5.2) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ h ∈ Hom_A(M; N), É s ∈ S, ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ h=s ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ m=t, ÇÄÅ m ∈ M, t ∈ S, Œ h(m)=st (ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØ- ÎÏ).

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ, ÎÉ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÍ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.6. åÓÌÉ A | ÎčÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ, M | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ É S ⊂ A | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (5.2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÞÔÏ ’ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÅÓÌÉ M ËÏ- ÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ h=s ∈ S^{−1} Hom_A(M; N), É ÐÕÓÔØ ’(h=s) = 0. åÓÌÉ M ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ m_1; : : :; m_k, ÔÏ S^{−1}M ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ m_1=1; : : ::m_k=1, ÔÁË ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’(h=s) = 0 ÏÚÎÁÞÁ- ÅÔ, ÞÔÏ h(m_1)=s = : : : = h(m_i)=s = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ t_1; : : :; t_k ∈ S, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ t_ih(m_i) = 0. ðÏÌÏÖÉÍ t = t_1 : : : t_k ∈ S; ÔÏÇÄÁ th(m_i) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i, ÔÁË ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ th ∈ Hom_A(M; N) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ, ÏÔËÕÄÁ h=s = 0. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎčÔÅÒÏŒÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ A Œ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÁÓØ.)

äÁÌÅÅ, ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (5.2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ M | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. åÇÏ ÉÎSSÅË- ÔÉŒÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ ŒÙÛÅ; ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÍÏÄÕÌÑ M ÒÁŒÅÎ r; ÔÏÇÄÁ S^{−1}M | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ S^{−1}A-ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ r, É ÚÁÄÁÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÎÅÇÏ Œ S^{−1}N | ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÔØ r ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÏÄÕÌÑ S^{−1}N (ÏÂÒÁÚÙ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ). ðÒÉŒÏÄÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ n_1=s; : : :; n_r=s, ÇÄÅ n_i ∈ N, s ∈ S; ÔÅÐÅÒØ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁŒÅÎ ’(h=s), ÇÄÅ h: M → N | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ i-Ê ÜÌÅÍÅÎÔ ÂÁÚÉÓÁ Œ n_i. (îčÔÅÒÏŒÏÓÔØ ÏÐÑÔØ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÁÓØ.)

ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅÃ, M | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A. ðÏÓËÏÌØËÕ M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÀÒSSÅËÔÉŒ- ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ff: F → M, ÇÄÅ F | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒŒÉÄÕ ÎčÔÅÒÏŒÏÓÔÉ ÍÏÄÕÌØ Ker(ff) ÔÁËÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏ- ÒÏÖÄÅÎ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ fi : F_2 → Ker(ff), ÇÄÅ F_2 | ÔÁËÖÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

F_2 → F_1 → M → 0;

ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.5 ÔÏÞÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → Hom_A(M; N) → Hom_A(F_1; N) → Hom_A(F_2; N); (5.3)

ÄÁÌÅÅ, ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.6 ÔÏÞÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

S^{−1}F_2 → S^{−1}F_1 → S^{−1}M → 0;

ÔÁË ÞÔÏ (ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.5) ÔÏÞÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → Hom_S−1_A(S^{−1}M; S^{−1}N) → Hom_S−1_A(S^{−1}F_1; S^{−1}N) → Hom_S−1_A(S^{−1}F_2; S^{−1}N): (5.4) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 � S^{−1} HomA(M; N) �

� S−1 Hom_A (F_1; N)

�

� S−1 Hom_A(F_2; N)

� 0 � Hom_S−1_A(S^{−1} M; S^{−1} N) � Hom_S−1_A(S^{−1} F1; S^{−1} N) � Hom_S−1_A(S^{−1} F2; S^{−1} N);

Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ S^{−1} Ë ÔÏÞÎÏÊ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (5.3) (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÜÔÁ ÓÔÒÏËÁ ÔÏÞÎÁ), ÎÉÖÎÑÑ ÓÔÒÏ- ËÁ ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (5.4), Á ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ ÓÕÔØ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÙ ŒÉÄÁ ’. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÌÅŒÏÊ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÅ ÓÔÒÏËÉ ÔÏÞÎÙ, Á ÓÒÅÄÎÑÑ É ÐÒÁŒÁÑ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ, ÜÔÁ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ (ÎÉËÁËÏÊ ÓÐÅÃÉÆÉËÉ ÍÏ- ÄÕÌÅÊ, ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÈ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÎÁÄÏ).

ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ

ôÅÏÒÅÍÁ 5.7. ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎčÔÅÒÏ- ŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(i) M ÐÒÏÅËÔÉŒÅÎ;

(ii) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ p ÍÏÄÕÌØ M_p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ A_p-ÍÏÄÕÌÅÍ;

(iii) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ f_i ∈ A, ÞÔÏ Spec(A) = ⋃ D(f_i) É M_{fi} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ A_{fi} -ÍÏÄÕÌÅÍ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÍÐÌÉËÁÃÉÑ (ii) ⇒ (iii) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÑ 4.12.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ (i) ⇒ (ii) ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ M_p | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ A_p-ÍÏÄÕÌØ (ÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÅ 5.4). ðÏÜÔÏÍÕ (i) ⇒ (ii) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.8. œÓÑËÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏ- ÄÕÌØ ÎÁÄ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.8. ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A, É ÐÕÓÔØ m ⊂ A | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ É k = A=m | ÐÏÌÅ ŒÙÞÅÔÏŒ. íÏÄÕÌØ M=mM ∼= M ⊗_A k ÑŒÌÑÅÔÓÑ k-ÍÏÄÕÌÅÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ ÎÁÄ k (ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÏŒ!). ðÕÓÔØ —e_1; : : :; —e_n | ÂÁÚÉÓ ÜÔÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, É ÐÕÓÔØ e_i ∈ M ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ —e_i | ÏÂÒÁÚ e_i Œ M=mM ÄÌÑ ŒÓÅÈ i. ðÏ ÌÅÍÍÅ îÁËÁÑÍÙ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.5) ÜÌÅÍÅÎ- ÔÙ e_1; : : :; e_r ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÍÏÄÕÌØ M; ÐÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ ’: A^r → M ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ i-Ê ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ e_i, ÔÏ

ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÂÕÄÅÔ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.3, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÍÏÄÕÌÑ M ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ A^r ≃ M ⊕Ker(’), ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ’ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÎÁ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.5), A^r ⊗k ≃ (M ⊗k)⊕(Ker(’)⊗k), ÐÒÉ- ÞÅÍ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’⊗1 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÎÁ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ, ÏÄÎÁËÏ, —e_1; : : :; —e_n | ÂÁ- ÚÉÓ Œ M ⊗k, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’⊗1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Ker(’) ⊗ k = Ker(’)=m Ker(’) ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ; ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒŒÉÄÕ ÎčÔÅÒÏŒÏÓÔÉ ÍÏÄÕÌØ Ker(’) Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ, ÉÚ ÌÅÍÍÙ îÁ- ËÁÑÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÕÌÅŒÏÊ, Ô. Å. ’ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ É M ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÓŒÏÂÏÄÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ A^r.

äÏËÁÖÅÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÉÍÐÌÉËÁÃÉÀ (iii) ⇒ (i). ðÕÓÔØ ŒÙÐÏÌÎÅ- ÎÏ (iii), É ÐÕÓÔØ L → N | ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Hom_A(M; L) → Hom_A(M; N). œŒÉÄÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 4.9 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ f_i ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Hom_A(M; L)_{fi} → Hom_A(M; N)_{fi} ; ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.6 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÔÁ- ËÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Hom_{Afi} (M_{fi} ; L_{fi} ) → Hom_{Afi} (M_{fi} ; N_{fi} ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÄÕÌÉ M_{fi} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÓŒÏÂÏÄ- ÎÙÍÉ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ, Á ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ L_{fi} → N_{fi} ÓÀÒSSÅË- ÔÉŒÎÙ ŒŒÉÄÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÉÓËÏÍÁÑ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ.