8. ðÒÉÍÁÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

äÏ ËÏÎÃÁ ÌÅËÃÉÉ ŒÓÅ ËÏÌØÃÁ É ÍÏÄÕÌÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÎčÔÅÒÏŒÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÑŒÎÏ ÎÅ ÏÇÏŒÏÒÅÎÏ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁËÏÎÅÃ ÐÅÒÅÊÔÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ Ë ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ (Ô. Å. Ë ÁÎÁÌÏÇÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.8). èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ, ËÁË ÐÏÄ- ÓËÁÚÙŒÁÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÑ Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅ- ÌÉ, ŒÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÎčÔÅÒÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ p^{r1}_1 ∩ : : :∩ p^{rn}_n , ÇÄÅ p_i | ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. öÉÚÎØ, ÏÄÎÁËÏ, ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÓÌÏÖ- ÎÅÅ.

íÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ĂÓÔÒÏÉÔÅÌØÎÙÅ ÂÌÏËÉĄ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÏÂÏÂÝÁÔØ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.8 É ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÒÏ- ÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ĂÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉĄ. òÁÂÏÔÁÔØ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÅ- ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.1. ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎčÔÅ- ÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ A É p ⊂ A | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ. ðÏÄÍÏÄÕÌØ Q ⊂ M ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ p-ÐÒÉÍÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ Ass(M=Q) = {p}; ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ p-ÐÒÉÍÁÒÅÎ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ p.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.2. åÓÌÉ Q ⊂ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ p-ÐÒÉÍÁÒÎÙÍ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ, ÔÏ r(Ann(M=Q)) = p.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ r(Ann(E)) = p_1 ∩ : : : ∩ p_r | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÅ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ, ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ p_i ÌÅÖÉÔ Œ Ass(E) ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 7.12; ÐÏÓËÏÌØËÕ Ó E ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅ- ÁÌ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ r = 1 É r(Ann(E)) = p_1 = p.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÄÅÁÌ q ⊂ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ p-ÐÒÉÍÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ Ass_A(A=q) = {p}. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍ r(q) = p.

ðÒÉÍÅÒ 8.3. ôÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ Œ Z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ- ÍÁÒÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (0) ÉÌÉ (p^n), ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ; Œ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÁÒÎÙÅ ÉÄÅ- ÁÌÙ | ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. œ ÄÒÕÇÉÈ ËÏÌØÃÁÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÌÏÖÎÅÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÈÏÔÑ ÒÁÄÉËÁÌ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÒÉÍÁÒÎÏÇÏ ÉÄÅ- ÁÌÁ ÐÒÏÓÔ, ÎÅŒÅÒÎÏ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ ÐÒÉÍÁÒÅÎ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÅÇÏ ÒÁÄÉËÁÌ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ; ÎÅŒÅÒÎÏ ÄÁÖÅ É ÔÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÍÁÒÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ. œÏÔ ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ É A = k[X; Y; Z]=(XY − Z^2) | ËÏÌØÃÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÍ ËÏÎÕÓÅ. ðÕÓÔØ p ⊂ A | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ —Y É —Z (ÏÂÒÁÚÁÍÉ Y É Z Œ ËÏÌØÃÅ A; ÜÔÏ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ËÏÎÕÓÅ ÐÒÑÍÏÊ {(t; 0; 0)}). éÄÅÁÌ p, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÒÏÓÔ (ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÎÅÍÕ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ k[X]), ÎÏ ÉÄÅÁÌ p^2 ÐÒÉÍÁÒÎÙÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ: Œ Ass_A(A=p^2) ÌÅÖÉÔ ËÁË ÓÁÍ ÉÄÅÁÌ p (ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ supp(A=p^2) = V (p)), ÔÁË É ÉÄÅÁÌ m = ( —X; —Y ; —Z) (ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ —Y mod p^2).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÅ ŒÓÑËÉÊ ÐÒÉÍÁÒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÐÒÏÓÔÏÇÏ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÉÄÅÁÌ (X^2; Y^3) ⊂ k[X; Y ].

óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ Œ ÎčÔÅÒÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÉÍÁÒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ (É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÅÊ). þÔÏÂÙ ÎÅ ÐÒÅÒÙŒÁÔØ ÎÉÔØ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÎÁÞÎÅÍ Ó ÄŒÕÈ ÌÅÍÍ.

ìÅÍÍÁ 8.4. åÓÌÉ Q_1; : : :; Q_n | p-ÐÒÉÍÁÒÎÙÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ ÍÏÄÕÌÑ M, ÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Q_1 ∩ : : : ∩ Q_n ÔÏÖÅ p-ÐÒÉÍÁÒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ,

M=(Q_1 ∩ : : : ∩ Q_n) ⊂ M=Q_1 ⊕ : : : ⊕ M=Q_n:

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 7.5 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ass ÏÔ ÍÏÄÕÌÑ, ÓÔÏÑÝÅÇÏ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁ- ÓÔÉ, ÅÓÔØ {p}, Á ÔÏÇÄÁ ÔÏ ÖÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÏŒ ÖÅ É Ass ÏÔ ÍÏÄÕÌÑ, ÓÔÏÑÝÅÇÏ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ.

ìÅÍÍÁ 8.5. ðÕÓÔØ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Q ⊂ M ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÄŒÕÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ Q. ôÏÇÄÁ Q ÐÒÉÍÁÒÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÍÏÄÕÌØ Q ÎÅ ÐÒÉÍÁÒÅÎ, ÔÏ Œ M=Q ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ M_1 É M_2, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ A=p_1 É A=p_2, ÇÄÅ p_1 É p_2 | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ M_1 ∩M_2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÎÕÌÑ, ÐÏÓËÏÌØ- ËÕ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Œ M_1 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó p_1, Á Œ M_2 | Ó p_2; ÂÅÒÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ Œ M, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Q Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÐÒÉÍÁÒÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.6. ðÕÓÔØ N | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÍÏÄÕÌÑ M. ôÏ- ÇÄÁ ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÐÒÉÍÁÒÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅ N = Q_1 ∩ : : : ∩ Q_n, ÇÄÅ ŒÓÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ Q_i ⊂ M ÐÒÉÍÁÒÎÙ É ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 8.7. ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎčÔÅÒÏ- ŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ É N ⊂ M | ÅÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ:

(i) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÒÉÍÁÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ N = Q_1 ∩ : : : ∩ Q_n.

(ii) åÓÌÉ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Q_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ p_i-ÐÒÉÍÁÒÎÙÍ, ÔÏ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ p_1; : : :; p_n ÒÁÚÌÉÞÎÙ É {p_1; : : :; p_n} = Ass(M=N).

(iii) åÓÌÉ p ∈ Ass(M=N) | ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÔÏ p-ÐÒÉÍÁÒÎÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÉÚ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÉÍÁÒÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÑ N ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÜÔÏÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ N = 0, ÞÔÏ ÍÙ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ.

äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ M ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÉÍÁÒÎÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÏÄÍÏ- ÄÕÌØ M^′ ⊂ M, ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÊ Œ ŒÉÄÅ ÔÁËÏÇÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÁÍ M^′ ÐÒÉÍÁÒÎÙÍ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÌÅÍÍÁ 8.5 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ M^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÄŒÕÈ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ M_1 É M_2. œŒÉÄÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ M^′ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÏÄÕÌÅÊ M_1 É M_2 ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÉÍÁÒÎÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÔÁËÏŒ É M = M_1 ∩ M_2.

éÔÁË, N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÉÍÁÒÎÙÈ ÐÏÄÍÏ- ÄÕÌÅÊ; ŒÙÂÉÒÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÒÉÍÁÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ N = Q_1 ∩ : : : ∩ Q_n. üÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ (i).

åÓÌÉ ÄŒÁ ÍÏÄÕÌÑ Q_i É Q_j ÑŒÌÑÀÔÓÑ p-ÐÒÉÍÁÒÎÙÍÉ Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ p, ÔÏ Q_i ∩ Q_j ÔÁËÖÅ p-ÐÒÉÍÁÒÅÎ; ÚÁÍÅÎÑÑ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÁÒÕ (Q_i; Q_j) ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Q_i ∩ Q_j , ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÐÒÉÍÁÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔØÀ. üÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÉÄÅÁÌÙ p_i ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

äÁÌÅÅ, ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ N = Q_1 ∩ : : : ∩ Q_n ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ M=N ŒËÌÁ- ÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ M=Q_1 ⊕ : : : ⊕ M=Q_n. ðÏÓËÏÌØËÕ Ass ÏÔ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.5, ÒÁŒÅÎ {p_1; : : :; p_n}, ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ass(M=N) ⊂ {p_1; : : :; p_n}. ïÂÒÁÔÎÏ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ j ∈ [1; n] É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ p_j ∈ Ass(M=N). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ N = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ⋂ i Q_i = 0, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ⋂ i≠j Qi ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ M=Qj . ðÏ-

ÓËÏÌØËÕ ⋂ i≠j Qi ≠ 0 É Ass(M=Qj ) = {pj}, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.5 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ,

ÞÔÏ Ass( ⋂ i≠j Qi) = {pj }, ÏÔËÕÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÍ

p_j ∈ Ass(M). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, {p_1; : : :; p_n} ⊂ Ass(M), ÞÅÍ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔÓÑ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (ii).

ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅÃ, p_i ∈ Ass(M=N) | ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ. ïÐÑÔØ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ N = 0. äÏËÁÖÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Q_i = Ker ’, ÇÄÅ ’: M → M_{pi} | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÏÔÓÀÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÙÔÅËÁÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ Q_i ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ).

ðÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ Ker ’ ⊂ Q_i. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M=Q_i- ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó p_i. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ’(x) = 0, ÔÏ sx = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s ∈ A \ p_i, ÔÁË ÞÔÏ x mod Q_i = 0 É x ∈ Q_i.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ Q_i ⊂ Ker ’. ðÏÓËÏÌØËÕ p_i ∈ Ass(M) | ÉÚÏ- ÌÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÉÍÅÅÍ p_j ⊄ p_i ÐÒÉ j ≠ i, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ j ≠ i ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ s_j ∈ p_j \ p_i. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ x ∈ Q_i. ðÏÓËÏÌØËÕ p_j = r(Ann(M=Q_j )), ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ j ≠ i ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ m_j ¿ 0, ÞÔÏ s^{mj}_j x ∈ Q_j . ðÏÌÏÖÉÍ s = ∏ j≠i s m_j

j . ôÏÇÄÁ s =∈ p_i É sx ∈ Q_j , ËÁË ÔÏÌØËÏ j ≠ i. ðÏÓËÏÌØËÕ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, sx ∈ Q_i, ÜÌÅÍÅÎÔ sx ÌÅÖÉÔ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ŒÓÅÈ Q_i É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.8. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ Q_i Œ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÐÒÉ- ÍÁÒÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ŒÌÏÖÅÎÎÙÍ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÉÄÅÁÌÁÍ, Œ ÔÅÏÒÅÍÅ ÎÅ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ŒÌÏÖÅÎÎÙÅ ÉÄÅ- ÁÌÙ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÀÔ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÒÉÍÁÒÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 8.9. ðÕÓÔØ A = k[x; y], ÇÄÅ k-ÐÏÌÅ, É ÐÕÓÔØ a = (y^2; xy) (ÓÌÏŒÁ- ÍÉ: a | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÙÈ ÎÕÌÀ ÎÁ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f_y (0; 0) = 0). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ˘ ∈ k ÉÍÅÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÒÉÍÁÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ a = (y) ∩ (y − ˘x; y^2), Œ ËÏ- ÔÏÒÏÍ ÉÄÅÁÌ (y) ÐÒÉÍÁÒÅÎ (É ÄÁÖÅ ÐÒÏÓÔ), Á ÉÄÅÁÌ (y − ˘x; y^2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ (x; y)-ÐÒÉÍÁÒÎÙÍ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÌÏÖÅÎÎÏÍÕ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÉÄÅÁ- ÌÕ. (õÓÌÏŒÉÅ f ∈ (y) ÏÚÎÁÞÁÅÔ Ăf | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ ÎÁ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓĄ, Á ÕÓÌÏŒÉÅ f ∈ (y − ˘x; y^2) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f(0; 0) = 0 = f_y(0) − ˘f_x(0).)

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ: ÔÅÏÒÅÍÁ ëÒÕÌÌÑ

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.10 (ÔÅÏÒÅÍÁ ëÒÕÌÌÑ). ðÕÓÔØ a | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÎčÔÅÒÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ A; ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ A ÌÉÂÏ ÃÅÌÏÓÔÎÏ, ÌÉÂÏ ÌÏËÁÌØÎÏ. ôÏÇÄÁ ⋂_∞ n=1 a^n = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÞÎÅÍ Ó ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 8.11. ðÕÓÔØ a | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÎčÔÅÒÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ A, M | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ É Q ⊂ M | p-ÐÒÉÍÁÒÎÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ. åÓÌÉ N ⊂ M | ÔÁËÏÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÞÔÏ aN ⊂ Q, ÔÏ ÌÉÂÏ a ⊂ p, ÌÉÂÏ N ⊂ Q.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ M=Q-ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó p; ÅÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ f ∈ a \ p, ÔÏ ÉÚ fN ⊂ Q ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ N Œ M=Q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ N ⊂ Q.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ðÏÌÏÖÉÍ I = ⋂_∞ n=1 a^n É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ I ⊂ aI. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ aI ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅ- ÎÉÅÍ ÐÒÉÍÁÒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ I ⊂ q ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÒÉÍÁÒÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ q, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ aI. é ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ aI ⊂ q, ÇÄÅ q | p-ÐÒÉÍÁÒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ Ë ÓÌÕÞÁÀ M = A, Q = q, N = I, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ a ⊂ p, ÌÉÂÏ I ⊂ q. œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏËÁ- ÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ, Á Œ ÐÅÒŒÏÍ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ p = r(q), ÏÔËÕÄÁ a^n ⊂ q ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n, ÔÁË ÞÔÏ É ÐÏÄÁŒÎÏ I ⊂ q.

éÔÁË, I ⊂ aI, ÔÁË ÞÔÏ I = aI. éÚ ÌÅÍÍÙ îÁËÁÑÍÙ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.3) ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (1 + f)I = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ f ∈ a. åÓÌÉ A ÃÅÌÏÓÔÎÏ, ÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ I = 0 ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ Ó ÏÞÅŒÉÄÎÏÓÔØÀ, Á ÅÓÌÉ A ÌÏËÁÌØÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ f ÌÅÖÉÔ Œ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ 1 + f ÏÂÒÁÔÉÍÏ.