9. ãÅÌÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÄÅÒÖÉŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÊ. åÓÌÉ B | ÐÏÄËÏÌØ- ÃÏ Œ ËÏÌØÃÅ A É b_1; : : :; b_n ∈ B, ÔÏ ÞÅÒÅÚ A[b_1; : : :; b_n] ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÄËÏÌØÃÏ Œ B, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ A É b_1; : : :; b_n; ÏÎÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÕÍÍ ∑ f_{i1 ;:::;in} b^{i1}_1 : : :b^{in}_n , ÇÄÅ f_{i1;:::;in} ∈ A. œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ A[b_1; : : :; b_n] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÎÁÄ A (ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ b_1; : : :; b_n).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.1. ðÕÓÔØ A | ÐÏÄËÏÌØÃÏ ËÏÌØÃÁ B. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ B ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ A, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÌØÃÏ ÇÁÕÓÓÏŒÙÈ ÃÅÌÙÈ Z[i] ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ Z, Á ÐÏÌÅ Q ÎÁÄ ZÎÅ ËÏÎÅÞÎÏ; ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ A[X] ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÄ A.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.2. ðÕÓÔØ A | ÐÏÄËÏÌØÃÏ ËÏÌØÃÁ B É x ∈ B. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ x ÃÅÌÙÊ ÎÁÄ A, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ:

(i) ðÏÄËÏÌØÃÏ A[x] ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ A.

(ii) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ x ËÏÌØÃÏ B^′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ A ⊂ B^′ ⊂ B É B^′ ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ A.

(iii) üÌÅÍÅÎÔ x ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ŒÉÄÁ

x^n + a_1x^{n−1} + : : : + a_n = 0; (9.1)

ÇÄÅ a_j ∈ A.

õÒÁŒÎÅÎÉÑ ŒÉÄÁ (9.1) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ÃÅÌÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ; ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ Œ ÔÁËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÈ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁŒÅÎ ÅÄÉ- ÎÉÃÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÚÁÄÁÞÁÈ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÌÉÓÔÏË 5.

ðÒÉÍÅÒ 9.3. ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÉÚ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÃÅÌÏ ÎÁÄ ZÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÌÅÖÉÔ Œ Z.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.4. ðÕÓÔØ A | ÐÏÄËÏÌØÃÏ ËÏÌØÃÁ B É x ∈ B. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ B ÃÅÌÏ ÎÁÄ A, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ B ÃÅÌ ÎÁÄ A.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.5. éÚ 9.2 ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ B ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ A, ÔÏ ÏÎÏ É ÃÅÌÏ ÎÁÄ A.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.6. (i) åÓÌÉ A | ÐÏÄËÏÌØÃÏ Œ B É ÜÌÅÍÅÎÔÙ b_1; : : :; b_n ∈ B ÃÅÌÙ ÎÁÄ A, ÔÏ ËÏÌØÃÏ A[b_1; : : :; b_n] ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ A;

(ii) ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ b_1; b_2 ∈ B ÃÅÌÙ ÎÁÄ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ A ⊂ B, ÔÏ ÔÁËÏ- ŒÙ ÖÅ É b_1 ± b_2 É b_1b_2;

(iii) åÓÌÉ C ÃÅÌÏ ÎÁÄ B ⊂ C É B ÃÅÌÏ ÎÁÄ A ⊂ B, ÔÏ C ÃÅÌÏ ÎÁÄ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (i) Ó ÏÞÅŒÉÄÎÏÓÔØÀ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ ÃÅÌÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ 9.7. åÓÌÉ C ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ B ⊂ C É B ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ A ⊂ B, ÔÏ C ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. åÓÌÉ b_1; : : :; b_m | ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ B ËÁË A- ÍÏÄÕÌÑ, Á c_1; : : :; c_n | ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ C ËÁË B-ÍÏÄÕÌÑ, ÔÏ {b_ic_j } | ÏÂÒÁ- ÚÕÀÝÉÅ C ËÁË A-ÍÏÄÕÌÑ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ (ii) ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒŒÉÄÕ (i) ËÏÌØÃÏ A[b_1; b_2], ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÅÅ ÓÕÍÍÕ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ÒÁÚÎÏÓÔØ b_1 É b_2, ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÏ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÃÅÌÏ) ÎÁÄ A.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ (iii) ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ c ∈ C ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ- ÅÔ ÃÅÌÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÎÁÄ B Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ b_1; : : :; b_n É ÐÏÌÏÖÉÍ B^′ = A[b_1; : : :; b_n]. ôÏÇÄÁ C ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ B^′ ŒŒÉÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÃÅÌÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ, Á B^′ ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ A ŒŒÉÄÕ ÐÕÎËÔÁ (i). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, C ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ A ÐÏ ÌÅÍÍÅ, ÔÁË ÞÔÏ c ÃÅÌÏ ÎÁÄ A.

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏÄSSÅÍÅ

ôÅÏÒÅÍÁ ëÏÜÎÁ{úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ Ï ÐÏÄSSÅÍÅ | ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÁËÔÏŒ Ï ÃÅÌÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 9.8 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏÄSSÅÍÅ). ðÕÓÔØ A ⊂ B | ÃÅÌÏÅ ÒÁÓÛÉ- ÒÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ. ôÏÇÄÁ:

(i) äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ p ⊂ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ p^′ ⊂ B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ p^′ ∩ A = p.

(ii) åÓÌÉ p_0 ⊂ p_1 | ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ A, É ÅÓÌÉ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ p^′_0 ⊂ B ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ p^′_0 ∩ A = p_0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ p^′_1 ⊂ B, ÞÔÏ p^′_1 ∩ A = p_1.

(iii) ðÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ p^′ ⊂ B ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ ÉÄÅÁÌ p^′ ∩ A ⊂ A.

(iv) ðÕÓÔØ p ⊂ A | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, É ÐÕÓÔØ p^′_1; p^′_2 ⊂ B | ÔÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ, ÞÔÏ p^′_1 ∩ A = p^′_2 ∩ A. åÓÌÉ p^′_1 ⊂ p^′_2, ÔÏ p^′_1 = p^′_2.

(iv^′) åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ŒÌÏÖÅÎÉÅ A ,→ B ÞÅÒÅÚ i, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÓÌÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ i^∗ : Spec(B) → Spec(A) ÑŒÌÑÅÔÓÑ (Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÉÎÄÕÃÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÏ Spec(B)) T_1-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ;^1

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÕÀ ÐÏÌÅÚÎÕÀ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÕÀ ÌÅÍÍÕ.

ìÅÍÍÁ 9.9. ðÕÓÔØ A ⊂ B | ÃÅÌÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ. ôÏÇÄÁ:

(i) åÓÌÉ S ⊂ A | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÏ ÉÎÄÕÃÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ S^{−1}A ⊂ S^{−1}B ÂÕÄÅÔ ÃÅÌÙÍ.

1ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, T1 -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÜÔÏ ÔÅ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙ.

(ii) åÓÌÉ b ⊂ B | ÉÄÅÁÌ É a = b ∩ A, ÔÏ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ A=a ⊂ B=b ÂÕÄÅÔ ÃÅÌÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 9.9. (i): åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ B ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ (9.1), ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ x=s, ÇÄÅ s ∈ S, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

(x=s)^n + (a_1=s)(x=s)^{n−1} + : : : + (a_{n−1}=s^{n−1})(x=s) + (a_n=s^n) = 0:

(ii): ðÒÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ b ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÃÅÌÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ x ÎÁÄ A ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÃÅÌÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ x mod b ÎÁÄ A=a.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (i). ðÏÌÏÖÉÍ S = A \ p. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÌÅÍ- ÍÅ 9.9 ËÏÌØÃÏ S^{−1}B ÂÕÄÅÔ ÃÅÌÏ ÎÁÄ S^{−1}A = A_p; ÐÏÓËÏÌØËÕ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ Spec(B) � Spec(S^{−1}B) � ’ � Spec(A) Spec(A_p) � ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ A_p Œ ÉÄÅÁÌ p, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ’^{−1}(pA_p) ≠ ∅; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (i) ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ A | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ É p | ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ pB (ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÉÄÅÁÌ Œ B, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ p) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÉÄÅ- ÁÌÏÍ Œ B. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ pB ⊂ B | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÔÏ ÏÎ ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ ÉÄÅÁÌÅ p^′, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ p^′ ∩ A ⊃ p, ÏÔËÕÄÁ p^′ ∩ A = p, ÔÁË ËÁË p | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ pB ≠ B. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ. ôÏÇÄÁ f_1b_1 + : : : + f_nb_n = 1, ÇÄÅ f_1; : : :; f_n ∈ p, b_1; : : :; b_n ∈ B. ðÏÌÏÖÉÍ B^′ = B[b_1; : : :; b_n]; ÉÍÅÅÍ pB^′ = B^′, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 9.6 (i) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B^′ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ îÁËÁÑÍÙ B^′ = 0 | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (ii). ðÏÌÏÖÉÍ —A = A=p_0, —B = B=p^′_0. éÍÅÅÍ —A ,→ —B. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

Spec(B) � Spec( —B) � � ’ � Spec(A) Spec( —A) � � ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ’^{−1}(p_1=p_0) ≠ ∅, Á ÜÔÏ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÉÚ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ (i) É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ —B ÃÅÌÏ ÎÁÄ —A ŒŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 9.9 (ii)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÐÕÎËÔÁ (iii) ÐÒÅÄÐÏÛÌÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÌÅÍÍÕ.

ìÅÍÍÁ 9.10. ðÕÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ B ÃÅÌÏ ÎÁÄ ÓŒÏÉÍ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ A. ôÏÇÄÁ B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 9.10. ðÕÓÔØ B | ÐÏÌÅ É x ∈ A \ {0}. ôÏÇÄÁ x^{−1} ∈ B ÃÅÌÏ ÎÁÄ A, Ô. Å. ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ¿ 0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

x^{−n} = a_1x^{−n+1} + : : : + a_{n−1}x^{−1} + a_n;

ÇÄÅ a_i ∈ A. õÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ x^{n−1}, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ x^{−1} ∈ A.

ðÕÓÔØ A | ÐÏÌÅ É x ∈ B \ {0}. ðÕÓÔØ

x^n + a_1x^{n−1} + : : : + a_{n−1}x + a_n = 0 (9.2)

| ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÃÅÌÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ x Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ n. ðÏÓËÏÌØËÕ B ÃÅÌÏÓÔÎÏ, a_n ≠ 0 (ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÎÁ x É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ n − 1). ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ A | ÐÏÌÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ (9.2), ÞÔÏ x · (−a^{−1}_n (x^{n−1} + a_1x^{n−2} + : : : + a_{n−1})) = 1;

Ô. Å. ÞÔÏ x ÏÂÒÁÔÉÍ Œ B

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÐÕÎËÔ (iii) ÔÅÏÒÅÍÙ 9.8 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ: ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ A=(p^′ ∩A) ⊂ B=p^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ŒŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 9.9, É ËÏÌØÃÏ B=p^′ ÃÅÌÏÓÔÎÏ, ÔÁË ËÁË ÉÄÅÁÌ p^′ ÐÒÏÓÔ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÕÎËÔÁ (iv) ÐÏÌÏÖÉÍ S = A \ p. ôÏÇÄÁ ËÏÌØÃÏ S^{−1}B ÃÅÌÏ ÎÁÄ S^{−1}A = A_p, ÐÒÉÞÅÍ ÉÍÅÅÍ S^{−1}p^′_1 ⊂ S^{−1}p^′_2, É S^{−1}p^′_1 ∩ A_p = S^{−1}p^′_2 ∩ A_p = pA_p. éÄÅÁÌ pA_p ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ Œ A_p, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒŒÉÄÕ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ (iii) ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÄÅÁÌÙ S^{−1}p^′_1 É S^{−1}p^′_2 ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙ Œ S^{−1}A; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÄÒÕÇÏÍ, ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.7, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÉÄÅÁÌÙ p^′_1 É p^′_2.

îÁËÏÎÅÃ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (iv^′) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÏÊ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (iv).

œÏÔ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÄSSÅÍÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 9.11. ðÕÓÔØ i: A ,→ B | ÃÅÌÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ É i^∗ : Spec(B) → Spec(A) | ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ i^∗ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ i^∗ | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (i) ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÄSSÅÍÅ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÅÇÏ ÚÁÍËÎÕ- ÔÏÓÔÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ V (b) ⊂ Spec(B) | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÇÄÅ b ⊂ B | ÉÄÅÁÌ. åÓÌÉ a = b ∩ A, ÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ i^∗(V (b)) ⊂ V (a); ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ p ⊃ a, ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ A, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ p^′ ⊃ b, ÄÌÑ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ p^′ ∩ A = p; ÜÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÄSSÅÍÅ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÃÅÌÏÍÕ ŒŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 9.9 ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ A=a ⊂ B=b.