ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ (ŒÅÓÎÁ 2006) ìÉÓÔÏË 3

1. Á) îÁÊÄÉÔÅ Z=mZ⊗_ZZ=nZÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ m; n.

Â) îÁÊÄÉÔÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ËÁË ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ Z).

2. ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ É A = k[X; Y ] (ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ). îÁÊÄÉÔÅ A=m_a ⊗_A A=m_b ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ k^2.

3. ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ. ïÐÉÛÉÔÅ ËÏÌØÃÏ A[X] ⊗_A A[X].

4. ðÕÓÔØ ÍÏÄÕÌØ P ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : E → F ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f ⊗ 1: E ⊗ P → F ⊗ P ÔÁËÖÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ.

5. ðÕÓÔØ M É N | ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A, É ÐÕÓÔØ N ÐÏÒÏÖÄÅÎ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓŒÏÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ n_1; : : :; n_k. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ m_1; : : :; m_k ∈ M ÉÍÅÅÍ ∑ m_i ⊗ n_i = 0 ∈ M ⊗ N, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ m^′_1; : : :; m^′_j ∈ M (ÇÄÅ 1 ⩽ j ⩽ n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n) É a_{ij} ∈ A (ÇÄÅ 1 ⩽ i ⩽ k, 1 ⩽ j ⩽ n), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ m_i = ∑ a_{ij} m^′_j ∀i É ∑ a_{ij} n_i = 0 ∀j.

(õËÁÚÁÎÉÅ. úÁÄÁÎÉÅ k ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Õ ÍÏÄÕÌÑ N ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÉÀ ÓÀÒSSÅËÃÉÉ A^r → N.)

6. A-ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÍ ÄŒÕÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

1) M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ;

2) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ m_1; : : :; m_k ∈ M, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ m_1; : : :; m_k ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÑÄÒÏ ÓÀÒSSÅËÃÉÉ A^k → M, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÊ i-Ê ÜÌÅÍÅÎÔ ÂÁÚÉÓÁ Œ m_i).

Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÕ- ÀÝÉÈ x_1; : : :; x_r ∈ M ÍÏÄÕÌØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ x_1; : : :; x_r ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ.

Â) ðÕÓÔØ Œ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0 → M^′ → M → M^{′′} → 0

ÍÏÄÕÌÉ M^′ É M^{′′} ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ É M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ. œÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ŒÅÒÎÙ É ÄÌÑ ÌÅŒÙÈ (ÓÏÏÔŒ. ÐÒÁŒÙÈ) ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ.

7. ðÕÓÔØ ’: A → B | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÆÕÎËÔÏÒÁ ĂÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÏŒ Ó B ÎÁ AĄ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ: ÐÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÓÔÁŒÑÝÕÀ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ A-ÍÏÄÕÌÀ N ÎÅËÏÔÏÒÙÊ B- ÍÏÄÕÌØ F (N), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hom_A(M; N) ≃ Hom_B(M; F (N)) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ B-ÍÏÄÕÌÑ M.

8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ Z-ÍÏÄÕÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ.

9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A-ÍÏÄÕÌØ P ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ a ⊂ A ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ a ⊗ P → P , ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÜÔÉÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ.