ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ (ŒÅÓÎÁ 2006) ìÉÓÔÏË 5

œ ÄŒÕÈ ÐÅÒŒÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÍÙ ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ (ÈÏÔÑ É ÎÅ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ) ÐÒÉÍÅÒÙ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÈ- ÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ.

1. (ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ë ÓÆÅÒÅ.) ðÕÔØ S^n = {(x_1; : : :; x_{n+1}) ∈ R^{n+1} | ∑ x^2_i = 1}. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ËÏÌØÃÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ S^n, Á ÞÅÒÅÚ M | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ) ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ S^n, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ v : S^n → R^{n+1}, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÀ (x; v(x)) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ S^n. îÁ M ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ A- ÍÏÄÕÌÑ.

Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ⊕ A ≃ A^{n+1}.

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ S^n É m_x ⊂ A | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÔÏ M ⊗_A A=m_x ≃ R^n.

Œ) œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ (Â), ÞÔÏ ÅÓÌÉ M ≃ A^r , ÔÏ r = n.

Ç) œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ (Œ), ÞÔÏ ÐÒÉ n = 2 ÍÏÄÕÌØ M ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÅÝÅ n ŒÙ ÍÏÖÅÔÅ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ?).

Ä) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n = 3 ÍÏÄÕÌØ M ÓŒÏÂÏÄÅÎ.

2. (ìÉÓÔ íčÂÉÕÓÁ.) ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ R, ÉÍÅÀÝÉÈ ÐÅÒÉÏÄ 1, É M | ËÏÌØÃÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ R, ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ f(x + 1) = −f(x). îÁ M ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ A-ÍÏÄÕÌÑ.

Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ. Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ⊕ M ≃ A^2.

òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞ ÂÕÄÕÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÙ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ. 3. (ôÅÏÒÅÍÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ.)

Á) ðÕÓÔØ A-ÍÏÄÕÌØ M ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ m_1; : : :; m_n, É ÐÕÓÔØ n × n-ÍÁÔÒÉÃÁ X = ‖f_{ij} ‖ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ A ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ∑ j f_{ij} m_j = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det(A) ∈ Ann(M). Â) ðÕÓÔØ A-ÍÏÄÕÌØ M ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ m_1; : : :; m_n, É ÐÕÓÔØ ’ ∈ End_A(M) ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÅÊ X = ‖f_{ij} ‖ ∈ Mat_{n×n}(A) (Ô. Å. ’(m_i) = ∑ f_{ij} m_j ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P_X (’) = 0, ÇÄÅ P_X | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ŒŒÅÄÉÔÅ ÎÁ M ÓÔÒÕËÔÕÒÕ A[T ]-ÍÏÄÕÌÑ.) 4. (ãÅÌÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ: ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.) ðÕÓÔØ A |ÐÏÄËÏÌØÃÏ Œ B É f ∈ B. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(i) f^n+a_1f^{n−1}+: : :+a_{n−1}f+a_n = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ¿ 0 É a_1; : : :; a_n ∈ A. (ii) ðÏÄËÏÌØÃÏ A[f] ⊂ B ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ. (iii) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ A[f]-ÍÏÄÕÌØ M, ÞÔÏ Ann_{A[f ]}(M) = 0 É M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ.

åÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ f ÃÅÌ ÎÁÄ A. åÓÌÉ ÐÏÄËÏÌØÃÏ A ⊂ B ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ f ∈ B ÃÅÌ ÎÁÄ A, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ B ÃÅÌÏ ÎÁÄ A.

5. (ãÅÌÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ: ÓŒÏÊÓÔŒÁ.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

Á) åÓÌÉ ËÏÌØÃÁ A ⊂ B ⊂ C ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ B ÃÅÌÏ ÎÁÄ A É C ÃÅÌÏ ÎÁÄ B, ÔÏ C ÃÅÌÏ ÎÁÄ A.

Â) åÓÌÉ A ⊂ B É f; g ∈ B ÃÅÌÙ ÎÁÄ A, ÔÏ f ± g É fg ÃÅÌÙ ÎÁÄ A. 6. (ãÅÌÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ: ÐÒÉÍÅÒÙ.)

Á) ðÕÓÔØ A | ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ É K | ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ A. ðÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ∈ K ÃÅÌ ÎÁÄ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f ∈ A.

Â) ðÕÓÔØ m ∈ ZÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÙ. œÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ Q( √ m) ÃÅÌÙ ÎÁÄ Z.